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In this thesis we study how to implement the one-dimensional fast Fourier transform (FFT)
as a computer program in such a way that it works fast on inputs of all sizes. First we walk
through the mathematical theory behind the continuous and the discrete Fourier transform
(DFT), and study the motivation behind them. We explore both the one-dimensional and
the multi-dimensional versions of the DFT. We also study the discrete cosine transform
(DCT) and explore its differences to the Fourier transform.

After that, we explore various known methods for implementing the fast Fourier transform.
We focus especially on the Cooley-Tukey algorithm and its different forms in enough detail,
that one can understand both how it works and how it was conceived. We also explore
Rader’s and Bluestein’s FFT algorithms.

After the theory we implement the DFT and the FFTs using the C++ programming
language. We also devise and implement a combined algorithm, which seeks to provide
the fastest possible transformation by choosing the optimal combination of algorithms in
each case. We use C++20, which is the most recent standard version of C++ at the time of
writing. We analyze the speed of the implemented methods, comparing them against each
others and also compared to a famous FF'T library, FFTW. In addition, we analyze the
numeric accuracy of the implementations. Then we analyze the accuracy and applicability
of the analysis methods and study the shortcomings and possible approaches for impro-
ving the implementations. We also present a simple example application of FFT, where
the program attempts to identify the vowel sounds present in a voice sample.
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For best value, the reader is expected to understand the basics of calculus and the basics
of complex numbers. Especially the sum notation, Y], and Euler’s formula are vital for
understanding the mathematical theory. The computer source code is designed in such
way that the reader does not need to know the details of the C++20 standard, or indeed
even the C++ language, but experience in C programming will help.
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Esipuhe

Tata tutkielmaa aloitin kirjoittamaan siind vaiheessa, kun oli kulunut vain vdhén yli kak-
si vuotta siitd, kun aloitin opintoni Helsingin yliopistossa matematiikan, fysiikan ja kemian
aineenopettajan kandi- ja maisteriohjelmassa. 20 kalenterikuukaudessa olin saanut valmiiksi
kanditutkintoni aineina matematiikka ja tietojenkésittelytiede, ja tdhtésin saada maisteritut-
kinnon valmiiksi my6s kolmantena vuotena. Ohessa olin suorittanut myos kosolti opintoja,
jotka eivét ollenkaan kuuluneet tutkintooni: fysiikkaa, kemiaa, psykologiaa, filosofiaa, jopa
teologiaa; tdhtdimessd vastaavuustodistus useimmista naistéd aineista. Ja tietysti myos tut-
kintoon kuuluvat opettajan pedagogiset opinnot opetusharjoitteluineen, joita tein pédallekkéin
mm. kemian laboratoriotéiden kanssa. Taustalla painoi suuri huoli siitd, miten voin jatkaa tut-
kinnon ulkopuolisia opintojani, jos valmistun. Menetédnké opinto-oikeuteni? Olin péaédssyt opin-
tojen makuun: Tat4 kirjoittaessani valmiina on 498 opintopistettd; kandin+maisterin tutkin-
toon tarvitaan yhteensa 300. En haluaisi lopettaa! Toisaalta vaakakupissa painoi jonkinlainen
ironian ja ylpeyden sekoitus: Olisihan se hienoa vain kansakoulun kdyneiden vanhempien poi-
kana nousta ammattikoulusta, 1990-luvulla ansaitusta tietotekniikan mekaniikon tutkinnosta,
maisteriksi yhtakkia alle kolmessa vuodessa nain keski-ikédisenéd kdymaétta koskaan lukiota.

Loysin itselleni sopivan aiheen professori Lauri Oksasen laatimasta mielenkiintoisesta lis-
tasta, ja otin héneen yhteytta. Professori oli avulias alkuunpéaésemisen kanssa, ja 16ysin inspi-
raation heti. Kirjoittamaan aloin. Muutamassa viikossa syntyi materiaalia paljonkin. Ammat-
titaito ja -kokemus auttoi. Valilla piti pitdéd taukoa muiden kiireiden takia. Léhetin véiliversioi-
ta; kommentteja tuli niukalti ja harvoin, enemmén vasta loppuvaiheessa. Ei haitannut, koska
kuviot olivat selvat: tiesin, mité teen; visio oli mielesséni, ja projekti ruokki itse itseadn. Va-
héakin ohjeistus auttoi korjaamaan huonoja valintoja ja arvioimaan tekemisténi. Yhteistyo oli
erilaista kuin kandityoni kanssa, jolloin ohjaajanani toimi yliopistonlehtori Petteri Harjulehto.
Kumpikin kuitenkin erittdin asiantuntevia ja osaavia.

Opintoni alkoivat koronapandemian vuosina, syksyllda 2021. Toisille etédopiskelu oli kirous,
monille opettajille tdysin kohtuuttoman raskasta; itselleni se oli kuitenkin mitd suurin siu-
naus. Tuolloin ei tunnettu ldsndolopakkoja. Uskon, ettei kuuna péivana olisi onnistunut tuol-
loinen opiskelutahtini, mikéli opinnot olisi pitdnyt suorittaa lahiopintoina. Ei puhettakaan,
ei murto-osakaan siitd. Siksi paluu ldhiopintoihin on tuntunut valtavalta regressiolta yliopis-
tokoulutusjarjestelméssia. Onneksi sain ensimméisend vuonna hyddynnettyd mahdollisuuden
tdysimédriisesti, ja opin menetelmét, joilla sain my6s myOhemmét opintoni jérjesteltya eté-
opiskelupainotteisesti. Onni onnettomuudessa, joku sanoisi.

Olen kiitollinen ohjaajalleni professori Lauri Oksaselle tuesta ja opastuksesta téatéd tutkiel-
maa koskien. Olen my®6s kiitollinen yliopistonlehtori Antti Laaksoselle, joka on mahdollistanut
sen, ettd opintojeni (ja toiden) ohessa olen saanut tehtyé (sivu)toikseni sitd, mistd nautin: oi-
vallusten mahdollistamista muille opiskelijoille. Haluan myo6s kiittaa ystéavaani, padtoimista
tuntiopettajaa Riikka Rantaa, joka on toiminut minulle ikkunana perusopetuksen maailmaan
sekd hyvéssé ettd pahassa, sekd my0Os vuosikausia rohkaissut opinnoissani ja muutenkin ollut
tukenani. Ja Aabrahamin, lisakin ja Jaakobin Jumalaa, joka on aina ohjannut askeleen eteen-
péin, vaikka ei usein yhtdan sen enempéé; sekd hénen palvelijaansa, edesmennyttd Ulla-Maija
Alasvuota 712737 31, joka alati valmensi minua astumaan rohkeammin esiin.

Mutta opettajaluonteinen ihminen kun olen, siksi téstékin tutkielmasta olen halunnut tehda
sellaisen, etta siitd on lukijalleen hyotya. Toivon, ettd kirjoittamani ldhdekoodi seka opettaa
ettd inspiroi, ja ettd selitykseni avartavat ymmarrysta kéasitellyistd matemaattisista menetel-
mistd. Paljon enemmankin olisin voinut tehdé, mutta tyoméarallisesti raja piti vetda johonkin,
jotta valmista tulisi joskus. Jos luet tété, ehké tapaamme jossain!

Joel Yliluoma Keravalla 6.12.2023
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1. Johdanto Fourier-muunnokseen

Téasséd tutkielmassa késitellddn Fourier-muunnosta ja erityisesti nopeaa Fourier-muun-
nosta (FFT). Ensin kiiydd4n hieman matemaattista teoriaa lapi, ja sen jélkeen toteute-
taan erilaisia FFT-algoritmeja C++-ohjelmakoodina, ja tutkitaan niiden ominaisuuksia.

Signaalinkésittelyssé usein mielenkiintoinen tarkastelun aihe on, minké taajuista tar-
kasteltava tuntematon signaali on, eli kuinka tiheésti siind esiintyy jokin piirre. Esite-
tdan ajatuskokeena erikoistapaus, jossa tarkasteltavaa signaalia voidaan kuvata funktiol-
la f(t) = sin(wt), jossa siniaallon kulmataajuus w on tuntematon. Funktio f(¢) kuvaa
signaalin hetkellistd amplitudia ajanhetkell4 ¢.

Esitetdén teoria: Tuntemattoman parametrin w arvo voidaan maarittasd etsimélla sel-
lainen z, jolla funktion f(¢) seké koefunktion sin(zt) tulo keskiarvoistettuna jonkin (suu-
ren) arvoalueen yli saa suurimman arvonsal. Keskiarvoistaminen lasketaan integroimal-
la. Merkitaan koefunktiota sin(zt), ja keskiarvoistettavaa vilid [—m,m],m € R,m > 0.
Silloin integraalin arvoksi saadaan:

Fz) = f_m % F(t) sin(at) dt 1£(t) = sin(wt)
1" (sin[t(w —=2)]  sin[t(w + 2)]
- 2m, / ( w—x a w+z )

_ sin[_m(w —x)]  sin[m(w +z)]
m(w — ) m(w + x)

(1.1)

Toiston vahentamiseksi tassd luvussa oletetaan jatkossa aina, etta keskiarvoistusvili m
lahestyy aéretonté, ellei muuta mainita. Tutkitaan seuraavaksi funktion F'(z) raja-arvoa
sellaisessa tilanteessa, jossa pétee sekd w — x # 0 ettd w + x # 0. Saadaan:

Jim F(x) = lim (Siﬂ[m(w — )] _ sin[m(w+ m’)])

m(w — ) m(w + )
= 0.
Tilanne, jossa pétee sekd w — x # 0 ettd w + = # 0 tarkoittaa, ettd |z| # |w|. Enta jos

|z| = |w|? Tama tarkoittaa, ettd x = fw. Tutkitaan siis seuraavaksi raja-arvoa, jossa
r = tw. Saadaan:

lim lim F(z) = lim lim (Sin[m(“ — o)) sinfm(w +~””)]>

m—0 z—>Fw m—0z—tw \  m(w — ) m(w + x)
~ lim & <1 _ Sm2wm>
m—00 2wm
= +1.

!Teorian pohja on fysikaalisessa resonanssi-ilmidssi: Fyysisen kappaleen, esimerkiksi déniraudan, omi-
nainen resonanssitaajuus voidaan maéaarittda saattamalla se kosketuksiin eritaajuisten virdhtelyjen
kanssa véliaineen, kuten ilman, kautta. Mitd paremmin virdhtelyn taajuus tdsméaé resonanssitaajuu-
teen, sitd vahvemmin tutkittava kappalekin alkaa véirdhdella.



Mikéli funktiosta F'(z) piirretdan kuvaaja (kuvaaja 1), voi samat ilmiot havaita myos
graafisesti: Silloin, kun = = tw, ldhestyy F(z) arvoja +1, mutta muualla funktion arvo
lahestyy arvoa 0; sitd jyrkemmin, mitd suurempi m on.

1

-
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Kuva 1: Kaavassa (1.1) esitetyn funktion F'(z) kuvaaja arvolla w = 1
sekd m = 20 (sininen), m = 100 (ruskea) ja m = 2000 (musta).

Koska silloin, kun  # tw, funktion F'(x) arvo lahestyy nollaa, mutta pisteissd x = +w
F(x) ldhestyy arvoja +1, voidaan péételld, ettd viimeksi mainitut arvot ovat funktion
minimi ja maksimi, silld muita vaihtoehtoja ei ole.

Funktion F'(z) arvo siis lahestyy maksimiaan 1 silloin, kun z ldhestyy arvoa w. On siis
alustavasti paatelty, etté tietyntaajuisella siniaallolla kertominen ja saadun tulon keskiar-
voistaminen suuren arvoalueen yli on hyvé mittari ndiden kahden siniaallon taajuuksien
korrelaatiolle.

Toisaalta funktion F'(x) arvo lédhestyy minimiddn —1 silloin, kun x ldhestyy arvoa
—w. Tapaus ¢ = —w tarkoittaa, ettd integroitava lauseke olisi sin(wt) sin(—wt). Koska
sin(—wt) = sin(wt + ), tdmé tarkoittaa tilannetta, jossa tutkittavalla siniaallolla ja
koefunktion siniaallolla on 7 radiaanin vaihe-ero. Vaihe-erolla on siis vaikutus mittarin
toimintaan. On syyta tutkia tata seikkaa tarkemmin.

Kartoitetaan seuraavaksi eri vaihe-erojen vaikutusta integrointiin puolen radiaanin
valein, kun z = w = 1:

mo1 2m — sin 2m
J —sintsin(t—l—%w) d¢ = _—
—_mm 2m
mo1 o, . 1

— sintsin (t + §7r) de = 0
—mm
mo] sin 2m — 2
J sintsin (t+ 27) &t =
—mm 2m
L . 3

— sintsin (t + 577) de = 0
)



Kun tutkittavan siniaallon ja koefunktion siniaallon vaiheet eroavat toisistaan § ra-
diaanin verran, integraalin arvoksi tuleekin 0! Vaikka taajuus on oikein, laskennan tulos
antaa ymmartia, etteivit taajuudet tdsméad ollenkaan. Nayttaisi siltd, ettd integroimis-
menetelmd ei sittenkddn sovellu taajuuden méarittdmiseen.

Kun kuitenkin muistetaan, ettd sin ({L‘ + g) = cosz, sekd lisdksi sin?z + cos?z = 1
mille tahansa mielivaltaiselle arvolle x, voidaan paétella, ettd vaihe-eron vaikutus saatai-
siin eliminoitua huomioimalla laskennassa seké sini etta kosini. Tdmé& onnistuu katevésti

kompleksiluvuilla hyédyntamallsd Eulerin lausetta:

2

cos(z) + isin(x) = €',

jossa i viittaa imagindérilukuyksikkoon, jolle pitee i2 = —1. Talloin saadaan hieman
muunnettu versio edelld esitetysté integraalista. Otetaan kdytt66n muuttuja ¢ kuvaa-
maan jotain mielivaltaista vaihe-eroa:

moq )
F(z) = f — sin(t)e’ ) dt
. sinm cosm
=¥ (1——— .

Integraalin raja-arvo, kun m ldhestyy daretontéa, on:

lim, F(x) = lim ( (1_ nmm))

m— 00 m—00 m
L sin m cosm
=3e'¥ lim (1 — >
m—00 m
= 3e'¥.

Tuloksessa on edelleen mukana vaihe-ero ¢, mutta laskemalla ndhdéén, ettei vaihe-ero
vaikuta lausekkeen itseisarvoon:

F(z) = ie
= —siny +icosp
F(@)] =/ (—sinp)? + (cosp)?
= 4/sin? ¢ + cos? p

Vi
=1.

On siis 16ydetty tapa kvantifioida, kuinka hyvin néytesignaali korreloi tietyntaajuisen
siniaallon kanssa riippumatta niiden vaihe-erosta.



Fourier-muunnos

Fourier-muunnos on matemaattinen menetelmaé, jossa edella kuvatunlainen signaalin taa-
juusvertailu tehdddn mielivaltaiselle syotesignaalille [20]. Merkitdan alkuperéisté signaa-
lia f(t), taajuusarvoa £ € R ja taajuuden vahvuuden ilmaisevaa funktiota f(&):

f& = fooo £(t) (cos(2mEt) — isin(2met)) di (1.2)
o= rweea, (13

missé kaava (1.2) on esitetty karteesisessa muodossa ja kaava (1.3) on sama yht&lo, mut-
ta esitettynd napakoordinaatistomuodossa. Signaalia kuvaavan funktion f(t) tulee olla
jatkuva seké integroituva koko reaaliakselilla, kiytdnnossa vaimeneva kaukana origosta;
vain talloin integraali on olemassa.

Kaavan yhtéaldisyys edelld paateltyyn on helpompi nahda, jos parametri esitetdén kul-
mataajuusmuodossa, jossa w = 27E:

flw) = JOOOO f(t) (cos(wt) — isin(wt)) dt

Flw) = jw F(t)e et dt.

Funktion f (&) arvot ovat kompleksisia. Niiden itseisarvo eli magnitudi kuvaa kysei-
sen taajuuskomponentin amplitudia syotesignaalissa, ja niiden argumentti kuvaa kysei-
sen taajuuskomponentin vaihekulmaa syotesignaalissa. Signaalifunktion f(t) arvot voivat
olla reaalisia tai kompleksisia.

Kaéaénteinen Fourier-muunnos, jossa funktio taajuustasossa muunnetaan funktioksi
signaalitasossa, saadaan vaihtamalla eksponentin etumerkkia [15]:

7= [ 0 (costengn) + isin(ene)) ag (1.4
s = [ fgerac (15)
Alla on esitetty sama vastaavasti kulmataajuusmuodossa:
(cos(wt) + i sin(wt)) d

et dw.

- [ fw
o= [ fe



2. Diskreetti Fourier-muunnos ja kaanteismuunnos

Tilanteet, joissa haluttaisiin méarittda signaalin taajuusjakauma, ja tiedossa olisi tarkka
matemaattinen ladht6funktio, ovat harvinaisia. On tyypillisempéa, etta késilla on sarja
néiytearvoja, jotka edustavat signaalin arvoja tietyin intervallein. Téllainen sarja voi esi-
merkiksi edustaa danté, josta on otettu néytteitd tietyin véliajoin [20]. Naytteet voivat
edustaa myos kuvaa tai vaikka séhkomagneettisia resonansseja ladketieteellisesta kuvan-
tamiskojeesta.

Néytteiden sarjaa voidaan merkitd {xy} := xo,z1,...,2N-1, jossa N on naytteiden
lukumééréd. Kun tdma sarja muunnetaan signaaliavaruudesta taajuusavaruuteen eli maa-
ritetddn signaalin sinimuotoisten komponenttien amplitudi ja vaihe, kiytetdan diskreet-
tia> Fourier-muunnosta (DFT), jossa alkuperiisen Fourier-muunnoskaavan (1.3) fdreton
integraali on korvattu airelliselld summalausekkeella:

N-1
L, = Z T - 67i27rnk/N. (21)
k=0
Diskreetin Fourier-muunnoksen tulos on sarja {Xj} := Xy, X1,..., Xy_1, missd kom-

ponentti X kuvaa taajuuskomponentin k£ amplitudia sekéd vaihetta. Esimerkiksi mikali
sarja x siséltdd yhden sekunnin mittaisen 48000 niytettd sekunnissa &dénitetyn &ani-
niytteen — tdlloin N = 48000 — silloin sinikomponentin X449 itseisarvo |X440| kertoo,
mik4 oli 440 Hz:n siniaaltokomponentin amplitudi néytteessa. Sinikomponentti Xg sisél-
tda kaikkien ndytteiden matemaattisen summan. Mikéli ndytteet kuvaisivat sdhkoévirran
hetkittaisid amplitudeja, Xg ilmaisisi sahkovirran tasavirtakomponentin vahvuuden ker-
rottuna naytteiden maéaralla.

On kuitenkin syytd huomata, ettd diskreetti taajuusjakauma sisaltda arvoja vain ko-
konaislukutaajuuksille. Mikali edelld mainittu dédnindyte kuvaakin esimerkiksi 440,5 Hz
aanté, ei taajuusjakaumassa ole erikseen arvoa téllaiselle taajuudelle®. Tésté rajoitukses-
ta huolimatta diskreetilla Fourier-muunnoksella on lukemattomia kayttokohteita monilla
eri tieteenaloilla.

Kaanteinen DFT

Huolimatta siité, ettei diskreetistéd taajuusjakaumasta 16ydy arvoja kaikille taajuuksille,
vaan arvoja l0ytyy ainoastaan vakiovélein, taajuusjakauma on mahdollista palauttaa
taydellisesti ndytesarjaksi kdénteiselld muunnoksella. Kaanteinen DFT eli IDET (Inverse
Discrete Fourier Transform) saadaan vaihtamalla eksponentin etumerkki ja jakamalla
néytteen pituudella [20]:

1 7 :
T N Z . 6@27mk:/N' (22)

2Diskreetti (engl. discrete) tarkoittaa selkeiisti erotettavissa yksikoissd tai askeleissa tapahtuvaa. Ei
pidé sekoittaa engl. sanaan discreet, joka tarkoittaa arkaluontoista tai hienovaraista.

3Kéiyténnf)ss'aL talloin 16ytyy jonkinlainen piikki viereisistd indekseistd X440 sekd Xa41. Jotain voi ehké
paatells siité, ettd harmonisessa monikerrassa 440,5 Hz -2 = 881 Hz saattaa télloin esiintyé piikki, joka
on vahvempi kuin vierekkéisisséd kohdissa 880 Hz ja 882 Hz. Tarkan perustaajuuden méarittdminen
luotettavasti diskreetistéd taajuusjakaumasta on kuitenkin haastavaa, eiké se kuulu tdmén tutkielman
sisaltoon.



Todistus. Alla sarja x on ensin muunnettu DFT:114 sarjaksi X, ja sen jalkeen muunnettu
IDFT:1l4 sarja X sarjaksi y. Apuna on kiytetty muuttujaa W = 2™/N_jolle pitee mm.
lainalaisuus (WF*)V = WNk = 27k — 1 kaikilla k € Z. Lasketaan siis DFT:n ja IDFT:n

yhdistelma:

N—1
Xn = {L‘j . W_n]
j=0
1 N1
Un =~ ), Xp- W
N k=0
1 N=l/N=1 iy L
=~ xj - W W
k=0 7=0
N—1N-1

Nyt sisempi summalauseke jakautuu seuraaviin kahteen tapaukseen:

N-1 n—j\N _ 1
n_jk:(W ) 1= .
N1 (W ) T ] T ] 0 =N-0 kun j # n,
3wk - F=0 Sjm
-1 N-1 N—1 2
k=0 —_—
Z = we = > =N=N-1 kunj =n.
k=0 k=0 k=0
Hyodyntien Kroneckerin deltaa® voidaan kaksi tapausta yhdistéé lausekkeeksi N - Ojm:
N-1 4
Yn = ), zjn (N -djn)
j=0
N—1
= > % bjn
§=0
= Zn.

Téten y = x; diskreetin Fourier-muunnoksen ja kéédnteismuunnoksen yhdistelmé séi-

lyttaa alkuperiiset arvot®. ]
4 : ~ )0 kun z # y, . . L iy _ 1
Kroneckerin delta 5, = {1 Jun 7 = y. Vaihtoehtoisesti voidaan esittdé d,,, = lil oy s J

SPuhtaan matemaattisesti tarkasteltuna alkuperiiset arvot todella palautuvat. Kaytinnossd niité
muunnoksia lasketaan vain tietokoneella. Tietokoneella laskettava matematiikka on haviollista, sil-
14 laskenta suoritetaan kdyttden n.s. liukulukuja, jotka ovat eritoten irrationaalilukujen tapauksessa
aina likiarvoja. Tietokoneella muunnos ja sen kddnteismuunnos eivét siis aina palauta tarkalleen alku-
peraisia arvoja. Kadonneen tarkkuuden méaaré riippuu kaytetysté laskentatarkkuudesta seké tarkasta
laskentamenetelmésta.



2.1. Moniulotteinen DFT

Tavallinen seka diskreetti Fourier-muunnos voidaan laskea my6s useammassa ulottuvuu-
dessa. Merkitdan d-ulotteista tietojoukkoa seuraavasti:

y = ynl,nz,...,nd,

missd ng = {0,1,..., Ny — 1} ja k = {1,2,...,d}, ja Ni kuvaa tietojoukon pituutta
ulottuvuudessa numero k. Tall6in moniulotteinen diskreetti Fourier-muunnos lasketaan
seuraavasti [20]:

Ni—1 —i27rn1k1 No—1 —7j27rn2k2 Ng—1 _iQﬂ.”dkd
_ E N E N E N
Ym,nzw-,nd = € Lo € 2o € 4 Yk ka,....kq

k1=0 ka=0
Ni—1Nay—1 Ng—1

Z Z Z _l% lk1+n2k2+ +ndkd>y/€17k2, ka - (2.3)

k1=0 k2=0

Kaavasta ndhdédén, ettd muunnos on itse asiassa sarja sisakkéisid yksiulotteisia DFT-
muunnoksia kullekin ulottuvuudelle. Menettelytavan voi hahmottaa visuaalisesti esimer-
kiksi siten, ettd kuvitellaan, etté tietojoukko on kolmiulotteinen, kuin kuutio. Oletetaan,
etté kuution koko on X x Y x Z. Ensin kullekin kuution vaakasuuntaiselle riville (jotka
ovat X- pituisia ja joita on Y x Z kpl) lasketaan yksitellen yksiulotteinen DFT, ja rivin
alkiot korvataan muunnetuilla alkioilla. Kaikki kuution alkiot korvataan ndin muun-
netuilla alkioilla. Tamén jilkeen kukin tuloksena syntyneen kuution sarake eli pysty-
suuntainen rivi (joita on X xZ kpl) korvataan vastaavasti niiden yksiulotteisen DFT:n
alkioilla. Lopuksi sama tehddin vield syvyyssuunnassa (X xY kpl Z—pituisia riveja).
Ulottuvuuksien késittelyjérjestys voi tietenkin olla miké tahansa, ja eri ulottuvuuksien
pituudet voivat erota toisistaan.

Tutkimalla kaavojen (2.1) ja (2.2) yhteyttd voidaan kddnteinen moniulotteinen dis-
kreetti Fourier-muunnos péadatella yhtalosta (2.3) seuraavasti:

N1—1Nz—1 Ng—1 l% LI .+ndkd>
Yni iz oma = 1_[ DD e (52 )y,
= k1=0 ko=0 kq=0

Téassé tutkielmassa keskitytdéan jatkossa kuitenkin vain yksiulotteiseen muunnokseen.



2.2. DFT:n ja IDFT:n liittolukusuhde

DFT ja IDFT ovat matemaattisesti hyvin samankaltaisia. Kerrataan vield ndma kaavat:

DFT: , X, = Tp - e~ 2N ja (2.1 kerrattu)
X - DFT(z) =
Cy —C 1 G n

IDFT:{ " N , — Z s (2.2 kerrattu)
z  — IDFT(X) T NZ&

Kaytetadn seuraavaksi liittoluvulle merkintdd z = z,e — t2im, kun 2z = 2pe + 1 2im.

Lause 2.4. Kéédnteinen DFT voidaan kirjoittaa DFT:n funktiona seuraavasti:
] ——
IDFT(X) = < DFT (X).
Todistus. Mikali lause on tosi, talloin patee:
1 N-1 ) R N
= N kZ: X - 2N _ Z 7227r—
=0 k=0

IDFT(X)

DFT(X)

1 N_li-k
= 2 Kere R
k=0

Merkitadn w = 277%“ sekd z = X},. Osoitetaan siis, ettd z - e =z - e~w:

Ze W = (zpe — 12im) (cos(—w) + isin(—w))

= (Zre — 12im) €O8(—w) + (2re — 12im )% sin(—w)

+ Zim Sin(—w) + 7 (2e sin(—w) — 2im cos(—w))

)
)c
= (2re — 12im) €0S(—w) + (Zim + P2re) Sin(—w)
= Zpe COS(—w)
= Zre €OS(—w) + 2im Sin(—w) — @ (Zpe SIn(—w) — Zim cos(—w))
w)

= Zpe COS(—w) + Zim Sin(—w) — i2ye Sin(—w) + 2jpy cos(—w)
= Zre COS W — Ziy SIN W + 22y SIN W + 12jy, COS W
= (Zpe + 12im) COSwW + (i2re — Zim) SID W
= (Zpe + 12im) COSW + (2re + 12im )i Sin W
= (Zre + 12im) e
— ze. O

Tata yhtéalaisyyttd hyddynnetddn myohemmin luvuissa 4.3 ja 4.4 késiteltdessd Raderin

ja Bluesteinin FFT-muunnoksia. Vastaavasti ndhdéaéan, etta pétee myos:

DFT(z) = N IDFT ().



Toinen tietokoneellisen kasittelyn kannalta hyddyllinen suhde on seuraava:

Lause 2.5. Kéaanteinen DFT voidaan kirjoittaa DFT:n funktiona seuraavasti:

IDFT(X) — %swap (DFT (swap(X))),

jossa swap(z) = Zi.

Paallisin puolin tdméa ndyttdd monimutkaisemmalta kuin pelkké liittoluku. Kuinka
liittoluku + kertolasku voisi olla yksinkertaisempi kuin pelkké liittoluku? Lausekkeen
avaaminen komponentteihinsa paljastaa totuuden:

swap(zre + #2im) = Zre + 12im * &
= (Zre — 12im) - 1
= Zim + 1Zre-
Kyseessé on siis laskutoimitus, joka nimensd mukaisesti vaihtaa luvun reaali- ja imagi-
naarikomponentit keskenddn. Nykyaikaisten tietokoneiden superskalaarisilla suorittimil-
la arvojen siirtdminen rekistereistd toiseen on suoritusajan kannalta kaytdnnossé ilmai-

nen operaatio [17]. Siksi tdmé voi olla laskennallisesti tehokkaampi menetelmé johtaa
IDFT DFT:sti kuin edellé esitetty liittolukumenetelma®.

Todistus. Todistetaan lause 2.5 samalla menetelmallad kuin lause 2.4 edella:

swap(swap(z)e™) = swap (swap(zpe + zzlm)eiw)
(
(

= SWap (Zim COS W + 12ye COS W + Zim i SiN w — 2Zpe SINW)

zw
Zim + 12re)€ )

= swap ((zim + i2re)(cosw + isinw))

(
= swap (
(
(
= SWap (Zim COS W — Zye SINW + ©(2ye COSW + Zipy SINW))
= 1(Zim COSW — Zye SIN W) + Zpe COSW + Zimy SIN W
= i(2im COS(—w) + Zre SIN(—w)) + 2re COS(—w) — 2im sin(—w)
= (2re + 12im) OS(—w) + (i2re — 2im) sin(—w)

= (
= (

Zre + 12im) €0S(—w) + (2re + 12im )¢ sin(—w)
Zre + i2im) €
=ze ™, -
Vastaavasti patee myos:

DFT(x) = Nswap (IDFT (swap(z))) .

SKaytinnossi eroa ei valttamatta ole. Mikali liittolukua kiytetddn yhteen- tai kertolaskussa, tlloin
imagindarikomponttien yhteenlasku muuttuu kdantdjan suorittamassa optimointivaiheessa vahen-
nyslaskuksi, joka on tietokoneelle aivan yhtd nopeaa. Koska liittolukumenetelméssa lukuarvot saily-
vat rekisterin sisdlld omilla “kaistoillaan”, se saattaa jopa olla swap-menetelmééd marginaalisesti no-
peampi. Kirjoittajan suorittamissa vertailevissa testeissé havaittavia suoritusaikaeroja néiden kahden
menetelmén vélilld ei ilmennyt. FEFTW-kirjasto (versio 3.3.10) kiyttdd swap-menetelmid Bluestein-
totetuksessaan ja liittolukumenetelméd Rader-toteutuksessaan (dft/bluestein.c, dft/rader.c).



3. Diskreetti kosinimuunnos

Diskreetti Fourier-muunnos (DFT) suorittaa laskennan kompleksiluvuilla, ja tuottaa
tuloksena kompleksilukuja. Monissa kdytdnnon sovelluksissa, joissa diskreettié Fourier-
muunnosta voisi kayttdd, tavoitteen saavuttamiseksi riittdd kuitenkin pelkkéd reaali-
nen taajuustieto. Esimerkiksi mainittakoon JPEG-kuvanpakkaus, joka perustuu siihen
psykovisuaaliseen seikkaan, ettd ihminen ei valttdmaéttd erota kaikkia korkeataajuisia
visuaalisia yksityiskohtia, eiké niiden vdhainen puuttuminen heikenna sanottavasti ku-
van tunnistettavuutta [10, 21]. Téstd on esimerkki kuvassa 2: Vield siindkin vaiheessa,
kun kuvan matemaattisista yksityiskohdista on enda 7 % jaljelld, kuvan kaikki konseptu-
aaliset yksityiskohdat ovat edelleen erotettavissa, ja kauempaa katsottuna kuva nayttaa
kutakuinkin samalta kuin alkuperdinen. Kuvanpakkauksen kannalta diskreetti kosini-
muunnos, DCT, on usein houkuttelevampi menetelmé kuin DFT, silla se esittda reaali-
sen signaalin taajuustiedon puolet pienemmaésséa tilassa kuin DFT kéyttaen pelkkia reaa-
lilukuja, kuitenkin tavalla, joka on kddnteismuunnoksella palautettavissa alkuperaiseksi
néytesarjaksi [10].

Matemaattisesti DCT muistuttaa paljon DFT-muunnosta, mutta kompleksisen
e2™k/N _Jausekkeen sijaan, toisin sanoen cos(2rnk/N) + isin(2rnk/N)), siind esiintyy
reaalinen kosinilauseke muotoa cos(mnk/N) tyystin ilman imagindériosaa. DCT ja DFT
eroavat toisistaan myos siten, ettd DCT:std esiintyy monia erilaisia muotoja. Yleises-
ti ottaen ne voidaan tiivistdad neljaan eri malliin, joita kaikkia voidaan kuvata kaavalla
(3.1). Kaavassa esiintyvit parametrit p; . . . pg riippuvat DCT:n tyypista, ja ne on listattu
taulukossa 1.

m(k + n+
Xn = (p1wo + p27(n_1)) + kz xf, cos ( N ﬁi)(_ p4p6) (3.1)
=p3

Tyyppi ‘ p1 D2 P3 P4 D5 De ‘ Kaanteismuunnos

DCTI | 3 (-1 1 2 0 0 7 DCT-1

DCT-II | 0 0 0 1 4 0 2/N DCT-III
DCT-III | 0 1 1 0 3 2/N DCT-1I
DCT-IV | 0 0 0 1 3 3 2/NDCT-IV

Taulukko 1: Eri DCT-tyyppien parametrit kaavaan (3.1)
sekéd kunkin tyypin kédnteismuunnokset [19, 20].

Yleisimmin kéytetty ndistd tyypeistd on DCT-II, eli tyypin II DCT, jota useimmiten
kutsutaankin pelkéstdin DCT:ksi. Kun tyyppid II vastaavat parametrit taulukosta 1
sijoitetaan kaavaan (3.1), saadaan seuraava kaava:

k: + 15
Z T}, COS ————— mn /) (3.2)
Heraa kuitenkin kysymys: Miksi pelkka kosinifunktio riittdd nyt signaalisarjan muun-

tamiseksi taajuussarjaksi, kun luvun 1 tutkinnassa todettiin, ettei pelkké sini tai kosi-
ni riitd? On totta, ettd diskreetti kosinimuunnos on herkké syotesignaalin vaihe-eroille.

10



(a) Tallennusmuoto: PNG (hévitton) (b) Tallennusmuoto: JPEG (55 %:n laatu)

(¢) Tallennusmuoto: JPEG (20 %:n laatu) (d) Tallennusmuoto: JPEG (7 %:n laatu)

Kuva 2: Eri tavoin pakattu valokuva [28].
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Kuvaajassa 3 on esitetty kaksi signaalia = ja y, jotka eroavat toisistaan vain vaiheen
osalta. Samasta kuvaajasta ndhdaén, ettd ndiden DCT:t ovat hyvin erinidkdoiset. Vaikka
DCT ei tuotakaan sellaista muunnosta, josta suoraan nékisi luotettavasti, mika syGtteen
jonkin tietyn taajuuskomponentin arvo oli, muunnoksen tuloksena syntyvéa taajuussarja
korreloi silti syotesignaalin taajuuskomponenttien kanssa riittdvin hyvin, ettd DCT:lle
voi keksid monia kiyttokohteita, mm. juuri kuvanpakkauksessa. Lisdksi taajuussarja on
muunnettavissa haviottomasti takaisin alkuperaiseksi signaaliksi aivan kuten diskreetis-
sé Fourier-muunnoksessakin [19]. Kédanteismuunnokset on esitetty taulukossa 1.

4 == Xn Xn

5 e\ Yn

Kuva 3: Naytesarjan x DCT X ja néytesarjan y DCT Y. Sarja z muodostuu neljéasta
perdkkaisesté jonon 3,4, 4,3 toistosta ja sarja y neljasta perdkkéaisestd jonon
4,4, 3,3 toistosta. Muunnostuloksen ensimmainen alkio on néytteiden summa,

eikd se mahtunut kuvaajaan.

Kaytto JPEG-kuvanpakkauksessa

JPEG-kuvanpakkauksessa kéytetdan tyypin II DCT-muunnosta. JPEG-pakkauksessa
muunnos tehdain kuitenkin kaksiulotteisesti 8 x8-soluille, ja kunkin sarakkeen tai rivin
ensimmiinen alkio jaetaan vakiolla 4/2 ennen muunnosta [10]. Kun merkitdin N = 8,
alkuperéisen kuvan pikseliarvoja kuvaavaa funktiota f(x,y), missi f(z,y) saa arvoja
[—27, 27 — 1], ja muistetaan kaavan 3.2 liséksi luvussa 2.1 kisitelty periaate moniulottei-
seen muunnokseen, saadaan JPEG:n kiyttimin kosinimuunnoksen kaavaksi seuraava’:

N—-1N-1

44840+ 8y, 1 1
F(u,v) = (2 > O) Z Z f(z,y) cos Wu(x]\;— ~) cos wv(y]\;— /2),
z=0 y=0

missd merkintd ¢, , viittaa Kroneckerin deltaan, jonka merkitys selitettiin sivulla 6.
Vastaavasti JPEG-pakkauksen kédyttdméan kdanteismuunnoksen (IDCT) kaava on seu-
raava [10, 24]:

N-1N— 4+8y.0+ 6y, 1 1
(z,9) Z Z (2_ 2 0)F(u,v)cos Wu(x]\;_ ~) cos mj(y]\—; /2)

"Yksinkertaistus. Todellisuudessa laskennassa kiytetain nopeampia algoritmeja, jotka tuottavat saman
tuloksen vihemmilld laskentaoperaatioilla, verrattavissa seuraavan luvun (4) FFT-algoritmeihin.
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4. Nopea Fourier-muunnos

Diskreetin Fourier-muunnoksen kaavasta (2.1) ndhddén piirre, joka tekee sen hyodynté-
misestd hankalaa. Asian selventdmiseksi tutkitaan seuraavaksi laskennassa tarvittavien
kertolaskujen méarad. Kun hetkellisid signaalitasoja kuvaava sarja x muunnetaan taa-
juusjakaumaa kuvaavaksi sarjaksi X, lasketaan yhteensd N summaa: yksi kullekin ar-
volle Xy, k€ {0,1,..., N — 1}. Jokaista summaa varten puolestaan lasketaan yhteensa
N kompleksikertolaskua, yksi kullekin syotearvolle xj;. Yhteensd kompleksikertolaskuja
pitdd tehda siis N - N = N? kappaletta®. Suhde on havainnollistettu alla:

N-1
X, = Z ), - e 2TRIN (2.1 kerrattu)
k=0

N kertolaskua

N-N ke;;olaskua
Algoritmi DFT: Naiivi DFT.

Mikéli naytteen pituus N kasvaa kaksinkertaiseksi, tarvittavien kertolaskujen méa-
rd kasvaa nelinkertaiseksi. Tietojenkasittelytieteessa algoritmin suorittamien operaa-
tioiden médrdas suhteessa syotteen kokoon, eli suoritusaikavaativuutta, merkitddn O-
merkinnlld, joka tissd nelidllisessé tapauksessa olisi O(N?2). Algoritmit, joiden suori-
tusaika on neliéllinen, ovat usein lilan hitaita kdytdnnon kéyttotarkoituksiin [16]. Esi-
merkiksi luvussa 2 mainitun yhden sekunnin &énindytteen tapauksessa kompleksikerto-
laskuja pitéisi tehdd 48000% ~ 2,3 miljardia kappaletta. Useimmille tietokoneille tuo olisi
kohtuuttoman raskas operaatio etenkin, mikali laskenta pitéaisi tehdé reaaliajassa.

Nopea Fourier-muunnos (FFT, Fast Fourier Transform) tarkoittaa mita tahansa sel-
laista diskreettia Fourier-muunnosta, joka voidaan suorittaa nopeammassa O(N log N)
-ajassa neliéllisen O(N?) -ajan sijaan. Tyypillisesti silld viitataan nimenomaan James
Cooleyn ja John Tukeyn algoritmiin, jonka he julkaisivat vuonna 1965 [1].

4.1. Cooleyn-Tukeyn algoritmi

Cooleyn ja Tukeyn algoritmi perustuu pohdintaan siitd, mitd DFT:ssé voidaan tehd4,
jos N on kahden kokonaisluvun tulo. Merkitddn N = r; - ro. Nyt néytteitd lapi kdyva

laskuri k£ voidaan jakaa kahteen osaan siten, ettd k = kiro+ kg, missa kg = 0,1,...,r0—1
jak; =0,1,...,7 — 1. Talloin yhtal6 (2.1) saadaan muutettua seuraavasti:
N—-1 '
Xp = > ap-e RN |k = kara + ko
k=0
ro—1ri—1
—i2rnkire/N _—i2mnko/N
= 3 S i e BN
ko=0 k1 =0

8Laskennan kannalta oletetaan, ettd kerroinarvot e 2"/ ovat vakioita, sillé niiden arvot eivit riipu

syoOtteen siséllostd. Yhteenlaskujen lukuméardd ei tdssa yhteydesséd arvioida.
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Vastaavasti jaetaan laskuri n kahteen osaan siten, ettd n = nir; + ng, missa
ng =0,1,....,r1 —1jan; =0,1,...,79 — 1. Silloin saadaan seuraavanlainen muutos,
joka perustuu havaintoon, ettd e!2m(@+yN)/N — pi2mx/N gi2my _ oi2na/N Yy e 7
ro—1r;—1
X(n1T1+n0) — Z Z x(k1r2+k0) . e—i27rnk1'r2/Ne—i27rnko/N H” = n1r1 + ng
ko=0k1=0

ro—1r;i—1
_ —i2w(nir1+ng)kire/N —i2w(niri1+no)ko/N
= Z Z T (kyratho) * € ( Jkir2/N ( )ko/

ko=0k1=0
ro—1ri—1

_ —i2w(nikirire+nokire)/N —i2w(niri+ng)ko/N _
= Z Z (ot h) * € ( )/N g—i2m( ko/N lpyrg = N

ko=0k1=0
ro—1r;—1

_ —i2mw(n1k1 N+ngkire)/N _—i2w(nir1+ng)ko/N
Z Z (k1 raho) * € ( /N ¢ ( )ko/

ko=0k1=0
ro—1r;—1

_ —12mngkire/N —i2w(nir1+no)ko/N
— Z Z T (kyraho) * € /Ne ( Yko/
ko=0k1=0

ro—1 /r1—1
_ —12mngkire /N —12w(niri1+no)ko/N
_Z<Zx(k1r2+kzo)'e />e ( Yko/
ko=0 \k1=0

ro—1 /r1—1
_ —12mnoky /T —i2m(nir1+no)ko/N
= 35 (5 st b ) sy (1)
ko=0 \k1=0

Koska yhtalon (4.1) sisempi summa riippuu ulomman summan muuttujasta kg ainoas-
taan indeksin osalta, voidaan summa laskea nyt kahdessa perdkkéisessé vaiheessa kahden
sisdkkaisen vaiheen sijaan:

ri—1

}/(noTQJrko) = Z x(k17‘2+k0) - €
k1=0
ro—1 ‘
X(n1T1+nO) = Z }/(noT2+k‘0)67227‘-(”17‘14»”0)]60/]\[- (43)
ko=0

—i27nok1 /1 (42)

Algoritmi CTO: Nollan rekursion versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.

Algoritmissa CTO ei suoriteta yhtdén rekursiota. Nyt kuitenkin voidaan néhdé, et-
td yhtédlo (4.2) on muodoltaan tdysin samanlainen kuin alkuperdinenkin yhtélo (2.1).
Sithenkin voidaan siis soveltaa FFT-algoritmia rekursiivisesti seuraavasti:

xlkO)nO = x(no’fz-‘rk}o)
Y(noTz-&-ko) = FFT(:’E;{)())”O

ro—1
X(niri4no) = Z Y(n0r2+ko)e_12ﬂ(mh+n0)k0/N. (4.3 kerrattu)
ko=0

Algoritmi CT1: Yhden rekursion versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.
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Algoritmissa CT1 suoritetaan N-kokoisen FFT:n laskemiseksi ro kpl r1-kokoisia FFT-
muunnoksia. My6s yhtdlon (4.3) summalausekkeelle voidaan tehdd sama késittely. Tamé
edellyttaa kyseisessa yhtalossa esiintyvan potenssilausekkeen jakamisen kahteen osaan:

67i27r(n17’1+n0)k0/N _ 67i27rn1r1k0/N€fi2ﬂ'nok0/N _ efi27rn1ko/T267127Tnoko/N
Silloin saadaan aikaan kahden rekursion versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista:

/ J—
Tkono = L(nora+ko)

Yook = FFT (2 )no [r2 kpl r1-kokoisia FFT-muunnoksia
Yrio,ko = Yno,koeiwﬂ-nOkO/N (4.4)
Xy = FET(Y, )n, [r1 kpl ro-kokoisia FFT-muunnoksia

oyt
X(n1r1+no) = an,no .

Algoritmi CT2: Kahden rekursion versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.

Analyysi
Maéaritellddn seuraavaksi muutamia merkint6ja seké oletuksia:

» Tarkoittakoon h 4 n niiden kertolaskujen lukumééréé, jonka algoritmi A suorittaa
N-kokoisen osajoukon muuntamiseksi. Esimerkiksi yhtéalostd (2.1) ndhdéén, etta
DFT-algoritmille patee hppr v = N 2 kaikilla N € N. Olkoon hy merkinti, jossa
N-kokoisen osajoukon muuntamiseen kaytettavia algoritmia ei ole eksplisiittisesti
valittu.

o Tarkoittakoon g4 n = hAT’N sekd gy = hWN niiden kertolaskujen lukumééréé, jonka

algoritmi 4 suorittaa N-kokoisen osajoukon yksittdisen jisenen arvon laskemiseksi.
Esimerkiksi gprr v = N kaikilla N € N. My6s merkinta gy tarkoittaa, ettd IN-
kokoisen osajoukon muuntamiseen kiytettivaid algoritmia ei ole eksplisiittisesti
valittu.

e Oletetaan, ettd mitdan DFT:t4 hitaampaa algoritmia ei kdytetd. Koska DFT:lle
patee gprr,n = N kaikilla N € N, voidaan olettaa, ettd gy < N kaikilla N € N.

o Tarkoittakoon Q(N) luvun N sisdltdmien alkulukutekijoiden lukuméaaraa®.

o Tarkoittakoon Sopfr(N) luvun N alkulukutekijéiden summaa (sum of prime fac-
tors (with repetition)). Huomionarvoista on, ettd Sopfr(N) < N kaikilla N € N.
Alkuluvuilla Sopfr(N) = N.

9Esim. Q(203) = 2, koska 203 = 7 - 29, ja Q(36) = 4, koska 36 = 2-2-3-3. Jos Q(N) = 1, niin N on
alkuluku. Q(1) = 0. Jos pitee N = p*, Q(p) = 1, k e N, téllsin Q(N) = k = log, N. Mielenkiintoista
on, ettd tdma funktio noudattaa samoja laskusdéntéjd kuin logaritmifunktio: Q(z - y) = Q(z) + Q(y),
Q(z¥) = yQ(z) ja (jos jaollinen niin) Q (¢/y) = Q(x) — Q(y).
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Olkoon N = ryr9, missd ri,m70 € N ja r;1 > 1,70 > 1. Kertolaskujen lukumééréit
tdhénastisissa versioissa Cooleyn-Tukeyn algoritmista voidaan méarittad seuraavasti:

« Nollan rekursion versiossa (algoritmi CTO) patee gcTo N = 71 + 2. Tdmé nahdaén
kaavasta (4.2), jossa lasketaan alkiota kohti r1 kertolaskua ja kaavasta (4.3), jossa
lasketaan alkiota kohti ro kertolaskua; yhteensa siis 1 + ro kertolaskua tulosjoukon
alkiota kohti. Tutkitaan seuraavaksi, missa tilanteessa nollan rekursion versio on
tehokkaampi kuin naiivi DFT. Muodostetaan siis epdyhtdld gcton < gprT,N-
Sieventamalld téstd saadaan 71 + ro < r179, joka on aina tosil®. Paitellddn siis,
ettd CTO on aina vahintddn yhtéd tehokas kuin naiivi DFT. Mikédli N = 4, talléin
ri =12 = 2 ja ry +ry = riry, mistd seuraa gocron = gprT,n. Kaikissa muissa
tapauksissa r1 +r2 < r17r2 ja gcro,n < gprT,N eli CT0 on tehokkaampi kuin naiivi
DFT, mikéli algoritmi on ylipdénsa mahdollista suorittaa, eli N on yhdistetty luku.

 Yhden rekursion versiossa (algoritmi CT1) pétee gcTi,N = gr, + 2. Sieventamalla
gcTi,N < gcto,N saadaan g, < 71, joka on aina tosi sen oletuksen nojalla, ettd
mitddn DFT:t4 hitaampaa algoritmia ei kéytetd. Padtelldédn siis, ettd CT1 on aina
vahintddn yhté tehokas CTO.

« Kahden rekursion versiossa (algoritmi CT2) patee gcre, N = gr, + gr, + 1, jossa
plus 1 johtuu yhtalésta (4.4), jota yhden rekursion versiossa ei ole. Sieventamél-
14 gcTo,n < goTi,nv saadaan gr, < 72 — 1, joka voidaan kirjoittaa selkedmmin
gry < 732, koska gr, ja 72 ovat kokonaislukuja. Toisinsanoen mikéli g,, < 72, silloin
CT2 on vahintdan yhta tehokas kuin CT1 olisi samoilla parametreilla r; ja 2.

Edelld paatellyn perusteella Cooleyn-Tukeyn algoritmille pdtee seuraava, olettaen, ettéa
algoritmi valitaan aina optimaalisesti:

gn = min{gcTi,N, gcT2,N}
= min{gr‘l + T2, grq + Gro + 1}
=0r + min{rg, Gro + 1}5

mistd saadaan myos koko muunnoksen kertolaskujen mééaraksi yhté lailla rekursiivinen
kaava:

hy = rohy, + min{Nre, N + h,,}.

mEpéyhtétlé r1+re2 < rire voidaan muokata muotoon r17re —r1 —r2 = 0, edelleen riro —r1 —7r2+1 > 1,
jaedelleen (r1 —1)(ro —1) > 1. Koska 71 > 1 ja r2 > 1, ovat lausekkeet (r1 — 1) ja (r2 — 1) molemmat
positiivisia, joten epdyhtalo on tosi.
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Lause 4.5. Olkoon N = ry7y niin, ettd r1,70 € N, r1 > 1, 79 > 1. Jos jokaisessa rekur-
sioasteessa Cooleyn-Tukeyn algoritmista valitaan tehokkaampi kahdesta versiosta CT1
ja CT2, ja valitaan r1, o siten, ettd Q(ry) = 1, tarvittavien kertolaskujen lukuméaran
ylarajaksi tulosjoukon alkiota kohti tulee aina gy < Sopfr(N) riippumatta siitd, mika
alkulukutekijoista valitaan muuttujan ro arvoksi.

Todistus. Alkuaskel: Kun Q(N) = 1 eli N on alkuluku, tdlloin lukua N ei voi jakaa kah-
teen ryhméédn alkulukutekijoité, eikd Cooleyn-Tukeyn algoritmia ole mahdollista hy6-
dyntda. Talloin kaytetddn jotain muuta algoritmia. Hitain mahdollinen algoritmi on
naiivi DFT, jolle patee gprr v = IN; todetaan siis gy < gprr,n. Koska N sisaltaa
vain yhden alkulukutekijin, patee N = Sopfr(/NV). Tapauksessa Q(N) = 1 pétee siis
gn < Sopfr(N).

Induktioaskel: Oletetaan, ettd J € N ja gy < Sopfr(N) pétee aina, kun Q(N) < J.
Induktiovaite: Tarvittavien kertolaskujen lukumééaraksi tulosjoukon alkiota kohti tulee
gn < Sopfr(N) silloinkin, kun Q(N) = J + 1.

Tapauksessa Q(N) = J + 1 voidaan luvun N tekijit jakaa mielivaltaisesti kahteen
ryhméén ry ja ro siten, ettd N = ry - ro, 11 > 1, ro > 1 sekd Q(ry) = 1. TAmé on
mahdollista, koska Q(N) > 2.

Koska Q(rg) = 1, seuraa yhtalostd Q(N) = Q(rire) = Q(ry) + Q(r2) = J + 1, ettéd
Q(ry) < J. Vastaavasti ndhdddn myos, ettd patee (re) < J. Talloin induktio-oletuksen
perusteella pétee, ettd g, < Sopfr(ri) sekd g,, < Sopfr(re). Lisiksi koska Q(rq) = 1,
patee myos 1o = Sopfr(re). Naiden seikkojen perusteella saadaan seuraava tulos riippu-
matta muuttujien r; ja ro arvoista:

gn = min{gcr1 N, goTe,N}
= min{gm + 72, gry + Gry + 1}
min{Sopfr(ry) + Sopfr(re), Sopfr(ri) + Sopfr(ry) + 1}
Sopfr(ry) + Sopfr(rs)
opfr(rirs)

<
<
<
< Sopfr(N).

S
S

Johtopéadtos: Ainakin siind tilanteessa, ettd luvuksi 7o valitaan jokin luvun N alkulu-
kutekija, seuraa alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta II induktioperiaatteen nojalla, etta
gn < Sopfr(N) kaikilla N € N riippumatta siitd, miten tekijoiden jako lukujen ri ja 7o
valille tehdaén. O

Vastaavasti hy < N Sopfr(V). Liséksi havaittiin, ettd nédiden oletusten vallitessa ai-
noastaan yhden rekursion versiota (CT1) oli syytd kayttéaa.

Mikali Cooleyn-Tukeyn algoritmi ei hydodynné sellaisia mahdollisesti olemassaolevia al-
goritmeja, jotka toimisivat tehokkaasti myos alkulukupituisilla syotteilld, talldin
gn = Sopfr(NN). Mybhemmin luvussa 5.6 tdmé oletus ei endd pide: gy < Sopfr(V)
on mahdollinen.
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Edelld kaytettiin ainoastaan yhden rekursion versiota. Seuraavaksi selvitetdan kahden
rekursion version laskennallinen vaativuus.

Lause 4.6. Olkoon edelleen N = riry niin, ettd r1,79 € N, riy > 1, r9 > 1. Jos
jokaisessa rekursioasteessa Cooleyn-Tukeyn algoritmista valitaan kahden rekursion
versio CT2, tarvittavien kertolaskujen lukumaéérian ylérajaksi tulosjoukon alkiota
kohti tulee aina gcrony < Sopfr(N) + Q(N) — 1 riippumatta siitd, miten tekijét
jaetaan muuttujien 71 ja ro kesken.

Todistus. Alkuaskel: Kun Q(N) = 1 eli N on alkuluku, talléin lukua N ei voi jakaa kah-
teen ryhméaén alkulukutekijoita, eikd Cooleyn-Tukeyn algoritmia ole mahdollista hyo-
dyntda. Talloin kiytetddn jotain muuta algoritmia. Hitain mahdollinen algoritmi on
naiivi DFT, jolle piatee gprr,y = N; todetaan siis goro, v < gprr,n. Koska N sisdl-
taa vain yhden tekijan, pitee N = Sopfr(/N). Niinpé tapauksessa Q(IN) = 1 pétee ehto
gcT2,N < Sopfr(N), ja koska Q(N) — 1 = 0, pitee my6s gore,n < Sopfr(N) +Q(N) — 1.

Induktioaskel: Oletetaan, ettd J € N ja gore, v < Sopfr(N) +Q(N) —1 pitee aina, kun
Q(N) < J. Induktioviite: Tarvittavien kertolaskujen lukumaédriksi tulosjoukon alkiota
kohti tulee gora,n < Sopfr(N) + Q(N) — 1 silloinkin, kun Q(N) = J + 1.

Tapauksessa Q(N) = J + 1 voidaan luvun N tekijit jakaa mielivaltaisesti kahteen
ryhméén ri ja ro siten, ettd N = ri-ro, r1 > 1, ro > 1. Tamé on mahdollista, koska
Q(N) = 2.

Koska Q(re) = 1, saadaan yhtélostda Q(N) = Q(rira) = Q(r1) + Q(re) = J + 1
paateltya, ettd Q(ry1) < J. Vastaavasti ndhdddn myos, ettd péatee Q(re) < J. Talloin
induktio-oletuksen perusteella pétee, ettd gore,r, < Sopfr(ri)+€Q(r;)—1 seké vastaavasti
gcre,r, < Sopfr(ra) + Q(rg) — 1. Néiden seikkojen perusteella saadaan seuraava tulos
riippumatta muuttujien r; ja ro arvoista:

9gCT2,N = gcr2,r + 9CcT2,rm 1
< Sopfr(ry) + Q(r1) — 1 + Sopfr(rg) + Q(r2) — 1+ 1
< Sopfr(rire) + Q(rirg) —1—-14+1
< Sopfr(N) + Q(N) — 1.

Johtopaatds: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa II induktioperiaatteen nojalla,
ettd algoritmia CT2 kéytettéessd patee gore,nv < Sopfr(N) + Q(N) — 1 kaikilla N e N
riippumatta siitd, miten tekijoiden jako lukujen 71 ja ro valille tehdaan. O
Vastaavasti hcro, v < (N Sopfr(N) + N Q(N) — N).
Mikéli Cooleyn-Tukeyn algoritmi ei hyédynné sellaisia mahdollisesti olemassaolevia
algoritmeja, jotka toimisivat tehokkaasti myo6s alkulukupituisilla syotteillé, talloin patee
myds gere,n = Sopfr(N) + Q(N) — 1.
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Lause 4.7. Silloin, kun N koostuu pienistd alkulukutekijoistd, Cooleyn-Tukeyn FFT-
algoritmin suoritusaikavaativuus on O(N log N).

Todistus. Olkoon « € N. T&ll6in mille tahansa luvulle p pétee p* = m Jos p
on alkuluku, téstd voidaan silloin paételld, ettd Sopfr(p®) = ap, missd a = log,,(p®).
Lauseiden 4.5 ja 4.6 mukaisesti jokaista FFT:n tulosalkiota kohti tarvitaan enintdén
Sopfr(N) + Q(N) — 1 kertolaskuall. Mikéli luku N voidaan esittéi muodossa p®, télldin
Q(N) = a, ja kertolaskuja tulosjoukon alkiota kohti tarvitaan enintdén Sopfr(N)+a—1,
joka tarkoittaa vihemman kuin:

1
Sopfr(NV) + a = Sopfr(p®) + a = ap + a = (p+ 1) log,(N) = zljo_;p

log N kappaletta.

Laajennetaan seuraavaksi ylla esitetty péaattely tapaukseen, jossa erilaisia alkulukute-
kijoitd on useampia kuin yksi. Merkitddn w(N) tarkoittamaan luvun N erilaisten alku-
lukutekijoiden lukumééréaé ja Q(N) tarkoittamaan luvun N kaikkien alkulukutekijoéiden
lukuméérad. Yleisemméssd muodossa jos N = [[, pe®*, pr > 1, Q(pr) = 1 kaikilla
0 < k < w(N), jolloin Q(N) = > ai, ja merkitdén suurinta ja pienintéd alkulukuteki-
jad p = max(p) sekd p = min(p), sekd méadritellddn gy ja hy samoin kuin sivulla 15,
saadaan péateltyd maksimisuoritusaika seuraavasti:

gn < Sopfr(N) + Q(N) — 1
gn < Sopfr(N) + Q(N)

gN < SOpr‘(Hpkak) + Zak
k k

gn < ), (Sopfr(p™) + ay)
k

gn < ) (owpk + )
2

pr+1 o
< 1 k
gN Zk: g 108(Pk™)

p+1 o
gN < — > log (pi“*
Iogpzk] ( )

p+1
log p

b+ 1
Koska hy = Ngn, saadaan hy < NZI) +

gN < log N.

log N.

9]

ogp

Vakiokertoimia ja -lisdyksid ei huomioida suoritusaikavaativuuslaskelmassa, joten
mikali suurin ja pienin tekiji p ja p voidaan pienuutensa tdhden katsoa vakioksil?,
esimerkiksi jos N on kahden potenssi ja p = p = 2, muodostuu Cooleyn-Tukeyn FFT-
algoritmin suoritusaikavaativuudeksi O(N log N). O

HTodistuksen yleiskattavuuden kannalta tahén on valittu kahdesta eri yldrajasta suurempi.

120n tulkinnanvarainen kysymys, mitki tekijit voidaan katsoa vakioiksi. Jos kaikki tekijét voidaan
katsoa vakioiksi, silloin voidaan mm. johtaa todistus, ettd O(N?) = O(Nlog N), miki ei tietenkiin
pida paikkaansa. Téssé tutkielmassa vakioiksi luettaviksi tekijoiksi ajatellaan implisiittisesti lahinné
yksinumeroiset tekijat.
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4.2. Cooleyn-Tukeyn radix-2 -erikoistapaus

Palautetaan mieleen Cooleyn-Tukeyn algoritmin (nollan rekursion version) toimintape-
riaate:

7‘1—1

Yv(nm“z-‘rko) = Z L(kiro+ko) 672‘27‘,(”0742)]“/]\[ (42 kerrattu)
k1=0
ro—1 ‘
X(n17“1+n0) = Z }/(nor2+ko) : €_Z2ﬂ(nlrl+n0)kO/N (4.3 kerrattu)
ko=0
Mikéli N on parillinen, voidaan valita ro = 2, r; = % Talloin kaava muuttuu
seuraavasti:
81
—i2m(2n0)k1/N
Y(2n0+k0) = Z 2k +ho) * € i27(2n0)k1/
k1=0
1
—12 ko/N
X(n1r1+no) = Z Yv(2no+k0)e i2n(nar1+no)ko/
ko=0
= Y'<2no+0)e—i27r(n1T1+no)~0/N + Y‘(2n0+1)e—i27r(n1r1+no)-1/N
—i2w(niri+no)/N
)

= Y(Zno—H)) + Y(2no+1)€

missé kaksi erillistd tapausta kg = n; = 0 ja kg = n1 = 1 voidaan kirjoittaa auki
seuraavasti:

w2
L

Yv(2n0+0) = Z T(2ky +0) ° e—i2ﬂ'(2n0)k1/N

,i27rn0k1/(%) ja

- Z L(2k1+0) " €

Yont1) = D, T(akysr) - € 2rEm0R/N
k1=0

N
X1

—i s .
- Z T(2k14+1) " € i2mnok /(5 ), sekd,
k1=0

Xno = Y(ang+o) + Y(2no+1)€_i27m°/N ja

—i2r (X +n
X(%"‘no) - Y(2no+0) + Y(QnOJrl)e 27(5 +no)/N

= Yiany+0) + 1/(2n0+1)e—i(27rno/N+7r)

= Yoo 40) — }/(2n0+1)e—i27rng/N‘
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Merkitédan sitten Ej = Y(y;¢) ilmaisemaan sarjan parillisia alkioita ja Oj = Y{(gj11)
vastaavasti sarjan parittomia alkioita:
N 1
2 . N
By = | Y 2ok +0) . gizmnoki/(X) (4.8)
k1=0
N 1
2 ] N
Oro = | 2 @) o/ (5) (4.9)
k1=0
Ono _ Ofn e—i?Trng/N
0
Xng = Eny + O,
X(%+n0) = ETLO - OTLO'
Liséksi siirrettiin kerroin e=27"0/N sarjan O laskentaan. Yhtélossd (4.8) suoritetaan nor-
maali FFT tai DFT alkuperiisen sarjan x parillisille alkioille ja yhtélossa (4.9) vastaa-
vasti sen parittomille alkioille. Tamén voi edelleen kirjoittaa muodossa, jossa ratkaisun
rekursiivinen luonne on ilmeisempéa, kun k = 0,1, ..., % —1:
E’/ﬂ = Z(2k+0)
O;c = L(2k+1)
Ey = FFT(E');
Ok = FFT(O)y, - e~ 2™/
X, = E;, + Oy,

Algoritmi Radix2: Radix-2 -versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.

Radix2-algoritmissa parittomien alkioiden FF'T kierretdén viuhkamaisesti 0. .. radi-
aania ympéari kompleksitasossa, ja tulos muodostetaan konkatenoimalla parillisten ja pa-
rittomien alkioiden FFT:iden summat ja erotukset. Tamén lahestymistavan etu yleiseen
Cooleyn-Tukeyn tapaukseen verrattuna on, ettd se on varsin suoraviivausta toteuttaa.

Samaa menetelmid on myos mahdollista jatkaa isommilla jakajilla kuin kaksi. Esimer-
kiksi liitteessd IV on esitetty menettely radix-4 -erikoistapaukselle. Liitteessé V asiaa on
jalostettu pitemmalle esittdmalla yleistetty versio kaikista radix-erikoistapauksista.
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Aikavaativuus

Radix2-algoritmissa kompleksikertolaskuja (merkitdén tatd hrxe,n) tarvitaan seuraa-
vasti:

o tapauksessa N = 2™ m = 0 tarvitaan hrxe ny = 0 kertolaskua;

o tapauksessa N = 2™,m > 0 tarvitaan hrxa v = 2hgrxo,n/2 + IV/2 kertolaskua.

Kun N = 2™, pétee % = 2m~1 Edellisen kahden rivin pohjalta voidaan siis muodostaa
seuraava rekursiivinen lukujono:

a0=0

A = 2am—1 + 2™ L
Lukujonon yleinen jésen on a, = 2™ !'m, misti seuraa hrx22om = am = 2m—Im.
Sijoittamalla m = log, N ja sieventdmalld saadaan kertolaskujen lukuméérin lausek-

keeksi seuraavas:
Nlog N

1
hRXQJV = §N10g2N = 210g2 .

Vakiotermia 210#2 ei tietojenkasittelytieteen periaatteiden mukaisesti huomioida aika-
vaativuuslaskelmassa [16]. T&ll6in algoritmin suoritusaikavaativuus on O(N log N), ku-
ten yleisessikin tapauksessa (lause 4.7).

Huolimatta siita, etté kaikki tdhénastiset Cooleyn-Tukeyn algoritmin versiot kuuluvat
suoritusaikavaativuuskategoriaan O(N log N), on radix-2 -algoritmi nelja kertaa tehok-
kaampi kuin CT1-algoritmi (yhden rekursion versio Cooleyn-Tukeyn yleisestd algorit-
mista): Kun N on kahden potenssi, patee lauseen 4.7 todistuksen ensimmaéisen virkkeen
seké lauseen 4.5 nojalla hcri, ny = NSopfr(N) = 2N logy(N). Suoritusaikavaativuuksien
suhteeksi saadaan siis ZE‘??Z = %jvvllsggj((x))
selvidd muunnoksesta nelja kertaa nopeammin CT1-algoritmiin ndhden. Kaksinkertainen
nopeutus selittyy silld, ettd kertolasku suoritetaan vain parittomien alkioiden joukolle,
ei parillisten alkioiden joukolle, hytdyntéen tietoa, ettd e *2™0 = 1. Toinen kaksinker-
taistus selittyy silla, ettd puolet kertolaskuista on korvattu viahennyslaskulla hyodyntaen
yhtildisyytta e 27k+12) — _e—i27k  Yhteensd radix-2 -algoritmi saavuttaa siis nelin-
kertaisen nopeutuksen yleiseen algoritmiin verrattuna, kun syotteen pituus on kahden
potenssi.

= 1. Téstd nihdddn, ettd Radix2-algoritmi
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4.3. Raderin algoritmi

Yksi merkittdva puute Cooleyn ja Tukeyn algoritmissa on, etté se tarjoaa nopeushyoty-
ollenkaan, mikéli syotteen koko N on alkuluku. Tahén epakohtaan tarttuu Raderin al-
goritmi. Raderin algoritmi toimii vain, mikili N on alkuluku [2].

Merkitdén (z mod y) tarkoittamaan jakojadnnosta, kun luku z jaetaan luvulla y.
Maaritelladan osajoukko K = {1,2,...,N — 1} ja valitaan kokonaisluku g € K siten,
ettd funktio f : K — K,z +— (¢* mod N) on bijektio!3.

Varsinainen FFT-laskenta néytesarjasta x taajuussarjaksi X tapahtuu muuttujan g

seké laskurin k£ = 0,1,..., (N — 2) avulla seuraavasti:
wh = e(—i2mg /)

Yi = L(gk mod N)

Z, = FFT(Y)},
Wy = Zy, FFT(W’)k + (N — 1)380 5k,0
Xo = Zy + xg

X(yv-10) mod n) = IFFT(W)g.

Raderin algoritmin hyoty perustuu siihen, etté silloin, kun N on alkuluku, se mah-
dollistaa FFT-laskennan koolla N — 1, joka ei ole alkuluku. T&ll6in voidaan hyodyntaa
muiden algoritmien tuottamia optimointeja.

Tietokoneella on hytdyksi, mikéli osa laskennasta voidaan laskea etukédteen ja hyo-
dyntdd useissa samanmittaisissa muunnoksissa. Hyodyntden lauseiden 2.4 ja 2.5 esit-
tdmié suhteita FFT:n ja IFFT:n vililld voidaan muunnos kirjoittaa uudelleen jommal-
la kummalla alla esitetyistd muodoista, jotka eroavat toisistaan vain viimeisen rivin
osalta. Téssd on myds otettu kiyttoon apumuuttuja ¢ = ¢¥~2 mod N, jolla laskenta
gV =1=k) mod N yksinkertaistuu muotoon g’k mod N:

w), = e(—i27a"/N) Wl = (=274 /N)
wi = (37) FET(W) wr = (3-7) FFT(W)
Y = L(gk mod N) Y = L(gk mod N)
Zi = FET(Y)}, Zr = FET(Y)},
Wi = Z wi, + 20 k0 Wi = Zi wi + 20 Ok
Xo=2Zy+ xo Xo =2+ xo
‘Xr(g’lC mod N) = FFT(W)k ‘Xv(g’lc mod N) = swap (FFT (SW&p(W))k) :

Nyt muuttujat g ja g’ seké vektori w voidaan laskea etukéteen ja hyodyntaé useissa eri
muunnoksissa samanmittaiselle syotteelle. Lisdksi lukusarjan jakolasku arvolla (N — 1)
tarvitsee suorittaa vain kerran, eikéa erillistd toteutusta IFFT:lle tarvita.

13 Algebran teoriassa tillaista alkiota ¢ kutsutaan virittajaksi: Mikéli kaikki osajoukon K jasenet voidaan
johtaa yhdesta alkiosta g € K toistamalla samaa laskutoimitusta tarpeeksi monta kertaa, talloin g
on kyseisen osajoukosta ja laskutoimituksesta koostuvan aliryhmén virittaja [18].
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4.4. Bluesteinin algoritmi

Bluesteinin algoritmi, toiselta nimeltdan Chirp-Z -muunnos (CZT), on toinen FFT-
algoritmi, joka toimii myos silloin, kun syotteen pituus N on alkuluku [3]. Algoritmi
ei kuitenkaan edellyta sita, ettd IV olisi alkuluku. Téasséd algoritmissa aloitetaan valit-
semalla uudeksi kooksi jokin luku m > 2N — 1. Tehokkaan toiminnan saavuttamisek-
si kannattaa pyrkid valitsemaan mahdollisimman pieni sellainen yhdistetty luku, joka
koostuu pidasiassa pienisté alkulukutekijoistd'4. Varsinainen FFT-laskenta néiytesarjas-

ta = taajuussarjaksi X tapahtuu muuttujan m seké laskurien k = 0,1,..., N — 1 seké
7=0,1,...,m — 1 avulla seuraavasti:
wy, = —i27rk2/(2N)
v _ 1‘]w] kun 0 < j < N,
/ muuten;
kun 0 < j < N,
w;: w(m —j) kun (m—N) <j<m,
muuten;
Z; =IFFT(w'); - FFT(Y);

Xp = wp IFFT(Z)

jossa viimeinen IFFT lasketaan m-pituiselle syotteelle, mutta sen tuloksesta hyodyn-
netddn vain N ensimmaéistd alkiota. Hyodyntden lauseen 2.4 tai 2.5 esittdmié suhdeita
FFT:n ja IFFT:n valilld voidaan muunnos kirjoittaa uudelleen jommalla kummalla seu-
raavista tavoista, jotka eroavat toisistaan vain kahden viimeisen rivin osalta:

wy, = e~ imkN wy, = e~/
wj kin 0 <j < N, wj kuin 0 < j < N,

w}z Wip—jy kun (m—N) <j<m, w;-: Wip—jy kun (m—N) <j<m,
0 muuten; 0 muuten;

wj = () FET(W); wj = (L) FFT(w);

i Tw; kun 0 < j < N, : Tw; kin 0 < j < N,

Y, = Y, =
0 muuten; 0 muuten;

Zj = wj FFT(Y); Zj = wj swap (FFT(Y);)

X, = wy FFT(2)y. X}, = wy, swap (FFT(2)g) .

Nyt muuttuja m ja vektorit w ja w voidaan laskea etukéteen ja hyodyntda useissa
eri muunnoksissa samanmittaiselle syotteelle’. Lisiksi lukusarjan jakolasku arvolla m
tarvitsee suorittaa vain kerran, eikéa erillistd toteutusta IFFT:lle tarvita.

1Bluestein ehdotti, ettd muuttujan m arvoksi valitaan pienin kahden potenssi > 2N — 1. Muun muassa
FFTW-kirjaston toteutus sallii kuitenkin valitun luvun m tekijéiksi alkuluvun 2 lisdksi alkuluvut 3
sekd 5 (dft/bluestein.c, kernel/primes.c). Useampien tekijoiden salliminen pienentdd luvun m
keskiméadraistd arvoa, mutta edellyttd, ettd FFT my6s néilla ko’oilla on tehokas.

5Vektoria w’ ei tarvitse tallentaa, koska se toimii vain vilituloksena.
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5. Esimerkkitoteutus C+-ohjelmointikielella

Tassa luvussa esitellddn esimerkkitoteutus FFT-muunnoksesta C++-kielelld, tarkemmin
sanottuna sen standardiversiolla C++20 [23]. Ohjelmanpétkien kommentit on kirjoitettu
englanniksi, koska se on yleensé suositeltava ratkaisu niin julkiseksi tarkoitettujen ohjel-
mistojen kuin tydympéristossikin laadittavien 1dhdekoodien tapauksessa [22]. Esimerk-
kitoteutuksessa kiytetddn kompleksilukujen késittelyyn standardikirjaston tietotyyppia
std: :complex<float>. Tiedostossa defs.hh (listaus 1) méaaritellddn télle tyypille seké
siitd koostetuille taulukkolistoille lyhytnimet complex ja cvector, joita kdytetdan lapi
tdman esimerkin.

Listaus 1: defs.hh

#pragma once
#include <vector>

#include <complex>

using complex = std::complex<float>;
using cvector = std::vector<complex>;

Listaus 2: exp.cc

#include <unordered_map>
#include <numbers>
#include <cmath>
#include <mutex>
#include "exp.hh"

// Calculate e 2™/N for z 4n 0..(N-1). Uses caching, converts result to exp_vector.
exp_vector ExpCircle(std::size_t N)

{
static std::unordered_map<std::size_t, cvector> data;
static std::mutex lock;
std::unique_lock<std::mutex> lk(lock);
// Look for N, 2N, 3N, ..., 10N in cache
for(unsigned n=1; n<=10; ++n)
if (auto j = data.find(N*n); j != data.end())
return j->second;
1k.unlock();
// Precalculate e 2™/N for g in 0..(N-1)
cvector vec(N);
double mul = -2.0 * std::numbers::pi_v<double> / N;
for(std::size_t a=0; a<N; ++a) vec[al = std::polar(1.0, a*mul);
1k.lock();
// Insert to cache
return data.emplace(N, std::move(vec)).first->second;
}

—i2wk/N

Diskreetissé ja nopeassa Fourier-muunnoksessa tarvitaan paljon e -muotoisia

lausekkeita, joten niille kannattaa laatia ldhdekoodissa oma funktionsa. Tdmé& tehddén
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tiedostossa exp . cc (listaus 2). Jotta samoja e®-taulukoita ei tarvitsisi alustaa useaan ker-
taan, koodi pitdd kirjaa aiemmin luoduista taulukoista. Vilivaiheet lasketaan double-
tietotyypillda hyvan laskentatarkkuuden saavuttamiseksi, mutta tulokset tallennetaan
float-laadulla. Rajapinta maédriteltyyn funktioon ExpCircle on esitelty tiedostossa
exp.hh (listaus 3).

Listaus 3: exp.hh

#pragma once /* Nonstandard pragma, but supported by practically all compilers. */
#include "defs.hh"
struct exp_vector

{
const cvector* data = nullptr;
exp_vector(const cvector& d) : data(&d) {3}
// Returns ¢ 2™@/N __ requires only that data.size() ts a multiple of N.
complex operator() (std::size_t i, std::size_t N) const
return (xdata)[(i % N) * (data->size()/N)];
}
3

// Creates ¢ 2™%/N for ¢ 4n 0..(N-1)
exp_vector ExpCircle(std::size_t N);

5.1. Perus-DFT

Luvussa 2 esitetty diskreetin Fourier-muunnoksen kaava (2.1) kééntyy C++-koodiksi
kahtena sisdkkéaisend for-silmukkana. Ulommassa silmukassa alustetaan summamuut-
tuja, johon sisemmissi silmukassa yhteenlasketaan syotteen ja e *27@/N _lausekkeen
tuloja. Ndmé summat tallennetaan taulukkoon, jonka arvo lopuksi palautetaan. Tiedos-
ton dft.cc sisaltd on esitetty listauksessa 4.

Listaus 4: dft.cc

#include "dft.hh"
#include <numbers>
#include <tuple>
cvector DFT_simple(const cvector& input)
{
const auto N = input.size();
auto exps = ExpCircle(N);
cvector result(N);

for(std::size_t a = 0; a < N; ++a)
{
complex value {};
for(std::size_t b = 0; b < N; ++b)
value += input[b] * exps(a*b, N);
result[a] = value;
}

return result;

Yleiskdyttoisempi versio DFT-funktiosta on esitelty listauksessa 6. Témé versio mah-
dollistaa sen méaarittamisen, millaisin vdlimatkoin naytteet on tallennettu taulukossa,
ja vastaavasti millaisin vélimatkoin taajuusarvot tallennetaan. Lisdksi funktiolle voi
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antaa parametrina e®-arvoja siséltdvan taulukon, jolloin sen ei vilttamatta tarvitse las-
kea sité uusiksi. Listauksessa on myos laskettu "auki” erikoistapauksina syotekoot N < 4
liséitehokkuuden saavuttamiseksi. Tiedostoa dft.cc vastaava otsikkotiedosto dft.hh on
esitetty listauksessa 5.

Listaus 5: dft.hh

#include "exp.hh"

cvector DFT(const cvector& input);

void DFT(const complex* input, complex* output,
exp_vector exps,
std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride);

Listaus 6: dft.cc (jatkuu)

void DFT(const complex* in, complex* out, exp_vector exps,
std::size_t N, std::size_t is, std::size_t os)

{
complex a,b,c,d, i{0,1}, p{-.5f, -std::numbers::sqrt3_v<float>/2}, q = std::conj(p);
switch(N)
{
case 0: return;
case 1: *out = *in; break;
case 2: std::tie(a,b) = std::tuple(in[0], in[is]);
std::tie(*out,out[os]) = std::tuple{a+b, a-b};
break;
case 3: std::tie(a,b,c) = std::tuple(in[0], in[is], in[is*2]);
std::tie(*out,out[os],out [os*2])=std: :tuple(atb+c,a+tb*p+c*q,a+tb*q+c*p);
break;
case 4: std::tie(a,b,c,d) = std::tuple(in[0], in[is], in[is*2], in[is*3]);
std::tie(*out,out[os],out [0os*2], out[os*3])
= std::tuple(atb+c+d, a-b*i-c+d*i, a-b+c-d, a+b*i-c-d*i);
break;
default:
for(std::size_t a = 0; a < N; ++a)
{
complex value {};
for(std::size_t b = 0; b < N; ++b)
value += input[b*ins] * exps(a*b, N);
output [axos] = value;
}
}
}
cvector DFT(const cvector& input)
{
const auto N = input.size();
auto exps = ExpCircle(N);
cvector result(N);
DFT(&input [0], &result[0], exps, N, 1, 1);
return result;
}
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5.2. Referenssitoteutus: FFTW

Jotta tassd tutkielmassa esitettyjen FFT- ja DFT-toteutuksien oikellisuutta olisi mah-
dollista arvioida, tarjotaan mukaan referenssitoteutus FFT:sté, joka tulee kirjastosta
nimeltd FFTW. Kirjasto FFTW, Fastest Fourier Transform in the West on nopein tun-
nettu FFT-toteutus ja kansainvélisesti luotettavaksi todettu [11]. Sen lisidminen omaan
ohjelmaan on verrattain yksinkertaista, ja esimerkki siitd ndhdaan listauksissa 7 ja 8.
Tésséd médritelty funktio FFT_fftw tarjoaa saman rajapinnan kuin listauksessa 6 méa-
ritelty funktio DFT: se ottaa parametrinddn kompleksivektorin, joka kuvaa néytteita, ja
antaa paluuarvona syotteen kanssa saman kokoisen kompleksivektorin, joka kuvaa taa-
juusarvoja. Sana “vektori” viittaa tdssd yhteydessd C++-kielen std::vector-nimiseen
tietorakenteeseen, joka tarkoittaa taulukkolistaa.

Listaus 7: fIt fftw.hh

#include "defs.hh"
cvector FFT_fftw(const cvector& input);

Listaus 8: fIt fftw.cc

#include "fft_fftw.hh"
#include <fftw3.h>

cvector FFT_fftw(const cvector& input)
{
const std::size_t N = input.size();
cvector output(N);
fftwf_plan plan = fftwf_plan_dft_1d(N,
(fftwf_complex*)&input [0],
(£ftwf_complex*)&output [0],
FFTW_FORWARD, FFTW_ESTIMATE);
fftwf_execute(plan);
fftwf_destroy_plan(plan);
return output;

On tosin syytd huomioida, ettd FFTW-kirjasto on tarkoitettu kéytettdvéiksi siten,
ettd suunnitelma (plan) laaditaan kerran, ja samalla suunnitelmalla voidaan suorittaa
useita FFT-laskentoja perdkkéin. Téssé néin ei tehdé. Suunnitelman luominen on usein
moninkertaisesti hitaampaa varsinaiseen muunnokseen ndhden. Suunnitelman luontiin
ja poistamiseen liittyvat funktiot eivit myoskaéan ole sdieturvallisia [29].

5.3. Cooleyn-Tukeyn algoritmi
5.3.1. Radix-2 -tapaus

Seuraavaksi esitetddn yksinkertainen esimerkkitoteutus luvussa 4.2 esitetysta algoritmis-
ta, jolla FFT voidaan laskea sellaiselle syotteelle, jonka koko on kahden potenssi.
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Listaus 9: fit radix2.hh

#include "defs.hh"
cvector FFT_radix2(const cvector& input);

Listauksessa 10, jota vastaava otsikkotiedosto on esitetty listauksessa 9, méaaritellaan
funktio FFT_radix2. Funktio ottaa syGtteendédn nédytesarjan ja palauttaa taajuussarjan.
Toteutus on suoraviivainen C++-kadnnos sivulla 21 esitetystd Radix2-algoritmista.

Listaus 10: fit radix2.cc

#include "dft.hh"
#include "fft_radix2.hh"

cvector FFT_radix2(const cvector& input)

{
const auto N = input.size();
if (N <= 1) return input;
std::size_t half = N/2;
exp_vector exps = ExpCircle(N);
cvector even(half), odd(half);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a) even[a] = input[a*2];
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a) odd[al] = input[a*2+1];
even = FFT_radix2(even);
odd = FFT_radix2(odd);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a) odd[a]l *= exps(a,N);
even.resize(N);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a)
{
even[a+half] = even[a] - odd[a];
even[a] = even[a] + odd[a];
}
return even;
}

Listaus 11: fft_ radix2.hh (jatkuu)

cvector FFT_radix2_fast(const cvector& input);

void FFT_radix2_fast(
const complex* input,
complex* output,
exp_vector exps,
std::size_t N, std::size_t instride, std::size_t outstride);

Listauksessa 10 esitetty FFT_radix2 tekee lyhyydestddn huolimatta paljon turhaa
tyota: siind tapahtuu runsaasti vektorien kopiointia sekd uusia e® -joukkojen laskemi-
sia. Tietojen kopiointia on kuitenkin mahdollista valttda samalla tavalla kuin jo edel-
14 tehtiin DFT-funktion tapauksessa listauksessa 6. Listauksessa 12 on esitetty funktio
FFT_radix2_fast, joka toteuttaa saman algoritmin kuin funktio FFT_radix2, mutta
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valttdd turhaa tietojen kopiointia. Listauksessa 11 ovat sitd vastaavat otsikkotiedoston
rivit.

Listaus 12: fft_ radix2.cc (jatkuu)

cvector FFT_radix2_fast(const cvector& input)

{
const auto N = input.size();
exp_vector exps = ExpCircle(N);
cvector output(N);
FFT_radix2_fast (&input[0], &output[0], exps, N, 1,1);
return output;
}

void FFT_radix2_fast(
const complex* input,

complexx* output,
exp_vector exps,
std::size_t N, std::size_t instride, std::size_t outstride)
{
if (N <= 1) { output[0] = input[0]; return; }
// Because of cache efficiency reasons, use a smaller exps table in deeper recursions.
if (N>256 && exps.data->size() > N) { exps = ExpCircle(N); }
std::size_t half = N/2;
complex* even = output, *odd = output + half*outstride;
FFT_radix2_fast (input, even, exps, half, instride*2, outstride);
FFT_radix2_fast(input+instride, odd, exps, half, instride*2, outstride);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a) odd[a*outstride] *= exps(a, N);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a)
{
complex partl = evenl[a*outstride] + odd[a*outstridel;
complex part2 = even[a*outstride] - odd[a*outstride];
even[a*outstride] = parti;
odd [a*outstride] = part2;
}
}

Seuraavaksi luodaan pddohjelma, jolla niité algoritmeja voi testata sekd verrata toi-
siinsa. Padohjelma, tiedosto main.cc, on esitetty listauksessa 13. Pddohjelma koostuu
testisarjoista, joka sisdltdd kahden potensseja, kolmen potensseja, viiden potensseja, se-
kakertoimet 30, 900, 18900 ja 147000, jotka koostuvat alkulukujen 2, 3, 5 ja 7 erilaisista
tuloista; sekd muutama sekalainen alkuluku véliltd 3 — 401987.

Kukin testisarja suoritetaan siten, ettd ensin arvotaan annetun luvun mittainen syote,
joka koostuu kompleksiluvuista muotoa e?%* missi = on deterministisen satunnaisluku-
generaattorin tuottama kokonaisluku. Sydte muunnetaan taajuussarjaksi ensin referens-
sikirjastoa FFTW kayttden. Sen jalkeen kukin tarjolla oleva algoritmi testataan vuorol-
laan siten, ettd algoritmin tuotosta syotteelld verrataan referenssikirjaston tuotokseen
laskemalla keskiméérdinen nelidvirhe. Mikéli virhe ylittda tietyn kynnyksen, se viittaa
siihen, ettei algoritmi toimi oikein, ja téll6in tulostetaan varoitusviesti. Algoritmin suo-
ritusaika mitataan myos ja tulostetaan. Mikéli algoritmia ei voi ajaa annetulla syotteella
esim. siksi, koska algoritmi tukee vain kahden potenssisia syotekokoja, kyseinen algoritmi
ohitetaan siiné testissa.
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Listaus 13: main.cc

#include "fft_fftw.hh"
#include "fft_radix2.hh"
#include <chrono>
#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <type_traits>

static void RunTest(cvector (*func) (const cvector&),
const cvector& input,
const cvector& expected,
const char* what)

auto begin = std::chrono::steady_clock: :now();
cvector output = func(input);
auto end = std::chrono::steady_clock::now();
double duration = std::chrono::duration<double>(end-begin).count();
double diff = O;
// Measure mean squared difference between reference output and the testcase
for(std::size_t a=0; a<output.size(); ++a)
{
auto absdiff = std::abs(output[al) - std::abs(expected[al);
auto argdiff = std::arg(output[al) - std::arg(expected[al);
diff += absdiff*absdiff + argdiff*argdiff;
}
diff /= output.size();
const char* warning = diff > 1e-3f 7 "\33[31m - WARNING\33[m" : "";
std: :printf (" %16.4f ms (%s) - Mean squared difference: %.3e%s\n",
duration*le3, what, diff, warning);
std::fflush(stdout);
}

static void Measure(std::size_t N)
{

cvector test(N);

for(std::size_t a = 0; a < N; ++a) { test[a] = std::polar(1.f, 20.f * std::rand()); }

cvector expected = FFT_fftw(test);

std::printf(" Measuring N = %zu...\n", N);
RunTest (FFT_fftw, test, expected, "FFT (Reference version from FFTW3)");
RunTest (DFT, test, expected, "DFT");
if( (N & (N-1)) == 0) // If N is a power of two
{
RunTest (FFT_radix2, test, expected, "FFT (Cooley-Tukey radix-2 version)");
}
}

template<typename... I>
static void RunTests(const char* what, I... n) requires (std::is_integral_v<I> && ...)
{
std: :printf("Testing with %s\n", what);
(Measure(n), ...);
}
int main()
{
RunTests("powers of 2", 16, 256, 4096, 16384, 65536, 262144);
RunTests("powers of 3", 9, 81, 729, 6561, 59049, 177147);
RunTests("powers of 5", 25, 625, 15625, 78125);
RunTests("mixed factors", 30, 900, 18900, 147000);
RunTests("primes", 3,7, 17, 173,971, 2113,5393, 37813,59359, 139901,200183,401987);
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5.3.2. Yleinen tapaus

Luvussa 5.3.1 késiteltiin Cooleyn-Tukeyn algoritmista erikoistapaus, joka soveltuu kay-
tettdvaksi, kun syotteen pituus N on kahdella jaollinen ja on erityisen tehokas, jos N
on kahden potenssi. Alkuperdinen Cooleyn-Tukeyn julkaisu esitteli kuitenkin menetel-
man, joka soveltuu kaytettaviksi, mikéli luku N koostuu ylipdansd vahintdan kahdesta
tekijastd. Ennen kuin algoritmi voidaan toteuttaa, tarvitaan funktioita, jotka etsivit lu-
vun tekijoitd. Listauksessa 14 esitellddn tekijoihin jakoon liittyvid funktioita. Tiedostossa
factor.cc (listaus 15) on esitetty yksinkertainen toteutus néille funktioille. Tehokkaam-
pi toteutus on esitetty liitteessa I.

Listaus 14: factor.hh

#include <cstddef> /* for std::size_t */

// Finds the smallest factor > 1 of the given integer. If N is prime or < 1, returns N.
std::size_t smallest_factor(std::size_t N);

// Builds a list of unique factors of N in tgt[]. Returns number of primes written.
std::size_t get_factors(std::size_t N, std::size_t* tgt, std::size_t limit);

// Returns true if N can be written as 2°3°5°7% for some a,b,c,d € Ny.
bool small_factors_only(std::size_t N, std::size_t upto=7);

Listaus 15: factor.cc

#include <cmath>
#include "factor.hh"
std::size_t smallest_factor(std::size_t N)

{
for(std::size_t fac=2; fac*fac < N; fac += (fac<371:2))
if (N % fac == 0)
return fac;
return N;
}

std::size_t get_factors(std::size_t N, std::size_t* target, std::size_t limit)
{
for(std::size_t f,orig=N,count=0,prev=0; ; N/=f)

{
if (f=smallest_factor(N); count >= limit || £ <=1 || £ == orig)
return count;
else if(f != prev)
target [count++] = prev = f;
¥
}
bool small_factors_only(std::size_t N, std::size_t upto)
{
for(std::size_t f; ; N/=f)
if (f = smallest_factor(N); £ < 2 || £ > upto)
return f == 1;
}

Sen jéilkeen madritellddn tiedostoon fft_tukey.hh funktio Cooleyn-Tukeyn algorit-
mille (listaus 16), ja sen toteutus tiedostoon fft_tukey.cc (listaus 17). Toteutus on
suora C++-kadnnos algoritmeista CT1 ja CT2. Laskennassa hyddynnetédén vain yhté re-
kursiota. Mikéli annetun syotteen kokoa ei voi jakaa kahteen tekijadn, talloin laskenta
suoritetaan DFT-funktiolla.
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Listaus 16: fft_ tukey.hh

#include "defs.hh"
#include "exp.hh"

cvector FFT_tukey(const cvector& input);
cvector FFT_tukey_fast(const cvector& input);
void FFT_tukey_fast(
const complex* input,
complex* output,
exp_vector exps,
std::size_t N, std::size_t instride, std::size_t outstride);

Listaus 17: fft_ tukey.cc

#include "dft.hh"
#include "fft_tukey.hh"
#include "factor.hh"

cvector FFT_tukey(const cvector& input, exp_vector exps)
{
const auto N = input.size(), r2 = smallest_factor(N), rl = N/r2;
if(r2 <=1 || N <= 4) { return DFT(input); } // Factorization failed, revert to DFT.

cvector result(N), temp(N);
for(std::size_t kO = 0; kO < r2; ++k0)

{
cvector slice(ri);
for(std::size_t k1 = 0; k1 < rl; ++kl) slice[kl] = input[kl * r2 + kO0];
auto subresult = FFT_tukey(slice);
for(std::size_t k1 = 0; k1 < rl; ++k1) temp[kO*rl + k1] = subresult[k1];
}

#if 1 /* OPTION 1: One recursion */
for(std::size_t nl = 0; nl < r2; ++nl)
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)

{
complex value = 0;
for(std::size_t kO = 0; kO < r2; ++k0)
value += buf[k0 + nO*r2] * exps((nl*ri+n0)*k0, N);
result[(nl*rl + nO)*outstride] = value;
}

#else /* OPTION 2: Two recursions */
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)
for(std::size_t k0O = 0; kO < r2; ++k0)
temp[kO + nO*r2] *= exps(k0*n0, N);
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)

{
cvector slice(r2);
for(std::size_t kO = 0; kO < r2; ++k0) slice[k0] = temp[n0 * r2 + kO];
auto subresult = FFT_tukey(slice);
for(std::size_t kO = 0; kO < r2; ++k0) result[n0 + kO*rl] = subresult[k0];
}
#endif

return result;

}
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Listauksessa 17 esiintyi #if-mééritys, jolla valittiin kahdesta koodivariantista, joista
yksi suorittaa kaksi rekursiota ja toinen suorittaa yhden. Yleisessd tapauksessa kah-
den rekursion malli on tehokkaampi, mutta tétd asiaa tutkitaan tarkemmin luvussa 5.6
FFT_any_fast-funktion yhteydessa.

Kuten edelld tehtiin funktion FFT_radix2 kanssa, myos yleisen Cooleyn-Tukeyn al-
goritmin toteuttavasta funktiosta voidaan laatia nopeampi versio, jossa valtetdan tur-
haa tietojoukkojen kopiointia (listaus 18). Téysin apuvektoreilta ei kuitenkaan onnistuta
valttymaén.

Listaus 18: fft tukey.cc (jatkuu)

#include "fft_radix2.hh"

void FFT_tukey_fast(
const complex* input,
complex* output,
exp_vector exps,
std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride)

const auto r2 = smallest_factor(N), rl = N/r2;

// Factorization failed? Use DFT
if(r2 == 1) { DFT(input, output, exps, N, instride, outstride); return; }

cvector temp(N);
for(std::size_t kO = 0; k0O < r2; ++k0) // Yiro1(0,1,....r1—1) = FFT(Z(htra(0,1,...,r1—1)) )k
FFT_tukey_fast(input + kO*instride, &temp[kO], exps, rl, r2+instride, r2);

for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)
for(std::size_t kO = 0; kO < r2; ++k0)
temp[kO + nO*r2] *= exps(k0*n0, N);
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0) // X, = 216111k+r201m0dr2n64{2ﬁ%§
FFT_tukey_fast (&temp[nO*r2], &output[nOxoutstride], exps, r2, 1,rlxoutstride);
}

cvector FFT_tukey_fast(const cvector& input)
{
const auto N = input.size();
exp_vector exps = ExpCircle(N);
cvector result(N);
FFT_tukey_fast(&input[0], &result[0], exps, N, 1, 1);
return result;
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5.4. Raderin algoritmi

Luvussa 4.3 kuvattu Raderin algoritmi kddntyy C++-ohjelmakoodiksi siten, etté aloite-
taan laatimalla rutiini, joka laskee vakiot g ja ¢’ sekéd vektorin w jonkin syotekoon N
perusteella. Namé tiedot tallennetaan hajautustauluun, joka toimii vilimuistina. Nain
samaa laskentaa voidaan hyodyntdd myohemmin, jos lasketaan FFT saman kokoisella
syotteelld uudestaan. Rutiini on esitetty listauksessa 19.

Listaus 19: fit rader.cc

#include <mutex>
#include <algorithm>
#include <unordered_map>
#include "fft_rader.hh"
#include "fft_any.hh"
#include "factor.hh"

struct RaderConfiguration

{
cvector w;
std::size_t g;
std::size_t ginv;
};
static const RaderConfiguration& configure_rader(std::size_t N)
{
static std::unordered_map<std::size_t, RaderConfiguration> data;
static std::mutex lock;
std: :unique_lock<std::mutex> lk(lock);
if(auto i = data.find(N); i != data.end()) return i->second;
1k.unlock();
auto [g, ginv] = find_generator(N); // Note: (g-g') mod N =1
exp_vector exps = ExpCircle(N);
cvector omega(N-1); // '
for(std::size_t gpower=1, k=0; k < N-1; ++k, gpower *= ginv, gpower %= N)
) k
omega[k] = exps(gpower,N); // wj = ¢~i2md" /N
RaderConfiguration cfg;
cfg.g = g;
cfg.ginv = ginv;
cfg.w = FFT_any_fast (omega) ;
for(autok f: cfg.w) f /= float(N-1); // w = FFT(w’)
1k.lock();
return data.emplace(N, std::move(cfg)).first->second;
}

Laskennassa kéytetty funktio find_generator, joka méarittad arvon Raderin FFT:ssé
tarvittavalla virittajalle g, on esitetty listauksessa 21. Virittaja valitaan etsimalld jar-
jestyksessé pienin sellainen n € N,n > 2, jolla pitee n™ ™ "#+ mod N # 1 kaikilla
me{l,...,w(N—1) }, missd p,, on luvun (N — 1) m’s erilainen alkulukutekija ja w(NV)
on luvun N sisaltamien erilaisten alkulukutekijoiden lukumééra.
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Varsinainen osuus algoritmista on esitetty listauksessa 20. Kyseessd on suoraviivainen
C++-tulkkaus luvussa 4.3 esitetyistd kaavoista. Toteutuksessa on otettu paljon mallia
FFTW-kirjaston vastaavasta C-kielisesté toteutuksesta. Toteutusta vastaava otsikkotie-
dosto £ft_rader.hh on esitetty listauksessa 22. Laskenta (N — 1) -kokoiselle osajonolle
syOtteestd suoritetaan FFT_any_fast-funktiolla, joka esitetdén myShemmin luvussa 5.6.

Listaus 20: fft_rader.cc (jatkuu)

void FFT_rader(const complex* input, complex* output, std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride)

{
const auto& cfg = configure_rader(N);
const std::size_t g = cfg.g, ginv = cfg.ginv; // g =g, ginv = ¢.
cvector buf (N-1); // This buffer is first used as Y and later as W'.
// Permutation of input
const complex in0O = input[0];
for(std::size_t gpower=1, k=0; k<N-1; ++k, gpower *= g, gpower %= N)
buf [k] = input[gpowerx*instridel; // Yi = m(fcmm )
// FFT
exp_vector exps = ExpCircle(N-1);
FFT_any_fast (&buf [0], output + outstride, exps, N-1, 1, outstride); // Zp =FFT(Y)s
// Set output DC component:
output[0] = in0 + output[outstridel; // Xo = Zo + xo
// Multiply by omega.
for(std::size_t k=0; k<N-1; ++k) // Note: (k+1) %is used because we temporarily use
{ // output[1...] as W and we don’t want to clobber output[0].
auto f = output[(k+1)*outstride] * cfg.wlk] + (k 7 0 : in0);
output [(k+1) *outstride] = std::conj(£); // Wi = Zrwi + x0 o,k
}
// IFFT (which tis calculated by regular FFT)
FFT_any_fast(output+outstride, &buf[0], exps, N-1, outstride, 1); // W} = FFT(W);
// Inverse permutation
for(std::size_t gpower=1, k=0; k<N-1; ++k, gpower *= ginv, gpower %= N)
output [gpower*outstride] = std::conj(buf [k]); /V’JY(gm mod N) =W
// The two conjugates and the use of FFT instead of IFFT are ezplatined in lemma 2.4.
}
cvector FFT_rader(const cvector& input)
{
const auto N = input.size();
cvector result(N);
FFT_rader (&input [0], &result[0], N, 1, 1);
return result;
}
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Listaus 21: fft_rader.cc (rivit 8-30)

// Compute n™ mod p where m >0 and p>0.
static std::size_t powermod(std::size_t n, std::size_t m, std::size_t p)
{
if(m == 0) return 1;
if(m % 2 == 0) { n = powermod(n, m/2, p); return (n*n) % p; *
return (n * powermod(n, m-1, p)) % p;

}

// Find g = smallest n€ N,n > 2 for which n(%) ¢ [1]n for all factors pm of N —1.
static std::pair<std::size_t, std::size_t> find_generator(std::size_t prime)
{
// logy of the product of first 16 primes ~ 64.82. Thus, if size_t < 64 bits,
const std::size_t maxfac = 16; // then size 16 array is enough.
if (prime == 2) return { 1, 1 }; // prime = N, pmi = N —1.
std::size_t factors[maxfac], pml = prime-1, g = 2; // Smallest possible g = 2.
std::size_t count = get_factors(pml, factors, maxfac);
for(std::size_t m=0; m<count; ) N1
if (powermod(g, pml / factors[m], prime) == 1)// Is g(ﬁ) in [1]n?

{ ++g; m=0; } // If so, increment g and retry.
else
{ +m; }
return { g, powermod(g, prime-2, prime) }; // Return g and g’ = (gN*2 mod N).

Listaus 22: fft rader.hh

#include "defs.hh"

void FFT_rader(const complex* input, complex* output, std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride);

cvector FFT_rader(const cvector& input);

5.5. Bluesteinin algoritmi

Luvussa 4.4 kuvattu Bluesteinin algoritmi kdédntyy C++-ohjelmakoodiksi siten, etté aloi-
tetaan laatimalla rutiini, joka méarittad vakion m seké laskee vektorit w ja w jonkin
syotekoon N perusteella. Nadméa tiedot tallennetaan hajautustauluun, joka toimii vé-
limuistina. N&in samaa laskentaa voidaan hytdyntdd myOohemmin, jos lasketaan FFT
saman kokoisella syotteelld uudestaan. Rutiini on esitetty listauksessa 23. Laskennan

alussa méaritetdén arvo m testaamalla jarjestyksesséd kokonaislukuja arvosta (2N — 1)

alkaen ja valitsemalla sellainen, joka koostuu pelkastadn tekijoistd 2,3, ..., maxfac. Té-
ma on jarkevéa paitsi tehokkuuden kannalta, my0s sen takaamiseksi, ettei FFT-laskenta
paétyisi ikuiseen silmukkaan, jossa syotteen koko kasvaa hallitsemattomasti: on esimer-

kiksi mahdollista, ettd myos arvo 2N — 1 on alkuluku'®, jolloin my6s sisempi FFT pitéisi

S Esimerkiksi jos N = 1531, niin 2N —1 = 3061, joka on alkuluku; 2-3061 —1 = 6121, sekin on alkuluku;
2-6121 — 1 = 12241 on my6s alkuluku; samoin 2 - 12241 — 1 = 24481. Tallainen alkulukuketju on
nimeltddn kakkostyypin Cunninghamin ketju [9]. Tadma4 tutkielman kirjoittajan keksimé ketju on viisi

lukua pitkd, mutta pisin tunnettu ketju on talld hetkelld 19 alkulukua pitka.

37




L N N

ot

I

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

33
34

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

47
48

50

laskea Bluesteinin (tai Raderin) algoritmilla, ja tdmén kohdalla pétisi mahdollisesti taas
sama, jne.

Listaus 23: fft bluestein.cc

#include <mutex>

#include <limits>

#include <algorithm>
#include <unordered_map>
#include "fft_bluestein.hh"
#include "fft_any.hh"
#include "factor.hh"

struct BluesteinConfiguration

{

};

cvector w, w;
std::size_t m; // convolution size

static const BluesteinConfiguration&

{

configure_bluestein(std::size_t N, unsigned char maxfac, std::size_t m = 0)

constexpr unsigned B = std::numeric_limits<unsigned char>::digits, W = sizeof(std::size_t)*B;
std::size_t key = N | ((m?0:maxfac) << (W-B));

static std::unordered_map<std::size_t, BluesteinConfiguration> data;

static std::mutex lock;

std::unique_lock<std::mutex> 1lk(lock);

if (auto i = data.find(key); i != data.end()) return i->second;

lk.unlock();

std::size_t nb = 2%N - 1; // Choose a fast-to-evaluate m = 2N — 1

if(m) nb = m;

else if (maxfac == 2) // Allowed factors: 2; choose m = 2[1082(2N—1)]
for (unsigned a=1; a<W; a<<=1) { nb = 1 + ((nb-1) | ((mb-1) >> a)); }

else // Allowed factors: 2 3 5 7 .. up to mazfac

while(!small_factors_only(nb, maxfac)) { ++nb; } // Use a loop to find the smallest value

cvector w(N);
exp_vector exps = ExpCircle(2*N); o k2
for(std::size_t k=0; k<N; ++k) { wlk] = exps(kxk, 2xN); } // wg = e TN

cvector w = w;

for(auto& f: w) f /= float(nb); Zars = wy/m,

w.resize(nb);

for(std::size_t k=1; k<N; ++k) { wlnb-k] = wlkl; } // wznb_m =wg/m if k>0,
// The rest of w' is zero

w = FFT_any_fast(w); // w = FFT(w')

BluesteinConfiguration cfg;
cfg.m = nb;

cfg.w = std::move(w);
cfg.w = std::move(w);

1lk.lock();
return data.emplace(key, std::move(cfg)).first->second;
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Varsinainen osuus algoritmista on esitetty listauksessa 24. Kyseessd on suoraviivainen
C++-tulkkaus luvussa 4.4 esitetyistd kaavoista. Toteutuksessa on otettu paljon mallia
FFTW-kirjaston vastaavasta C-kielisesté toteutuksesta. Laskenta m -kokoiselle sykliselle
konvoluutiolle suoritetaan FFT_any_fast-funktiolla, joka esitetdén luvussa 5.6.

Listaus 24: fft_ bluestein.cc (jatkuu)

void FFT_bluestein(const complex* input, complex* output, std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride,
unsigned char maxfac, std::size_t m)

{
const auto& cfg = configure_bluestein(N, maxfac, m);
const std::size_t m = cfg.m; // m=m
cvector buf(m*2); // The first half of this zero-initialized buffer is first
// used as Y and later used as X'. The second half is used as Z' and as Z.
complex* bufl = &buf[0], *buf2 = &buf[m]; // Pointers to both halves
// Multiply input by Bluestein sequence
for(std::size_t k=0; k<N; ++k)
bufi[k] = input[k*instride] * cfg.wlkl; // Yi = xrwr (rest is zero up to m —1)
// Convolution: FFT
exp_vector exps = ExpCircle(m);
FFT_any_fast(bufl, buf2, exps, m, 1,1); // ZZ =FFT(Y);
// Convolution: pointwise multiplication
for(std::size_t j=0; j<m; ++j)
buf2[j] = std::conj(buf2[jl) * cfg.wljl; // Z; = w;Z;
// Convolution: IFFT (which ts calculated by regular FFT)
FFT_any_fast(buf2, bufl, exps, m, 1,1); // X, = FFT(Z)y
// Multiply output by Bluestein sequence
for(std::size_t k=0; k<N; ++k)
output [k*xoutstride] = std::conj(bufi[k]) * cfg.wlkl; // Xp = wp X},
// The two conjugates and the use of FFT instead of IFFT are ezplained in lemma 2.4.
}

#define BlueFunc(name, maxfac) \
cvector name(const cvector& input) \

{\
const auto N = input.size(); \
cvector result(N); \
FFT_bluestein(&input[0], &result[0], N, 1, 1, maxfac); \
return result; \
}
BlueFunc (FFT_Bluestein, 7)

BlueFunc (FFT_Bluestein_pow2, 2)
BlueFunc (FFT_Bluestein_fac2_3, 3)

Téasséd toteutettiin kolme funktiota, jotka eroavat siind, misté tekijoistd ne sallivat
apumuuttujan m koostuvan: 2, 3, 5 ja 7, vain 2, vaiko 2 ja 3. Vastaava otsikkotiedosto
fft_bluestein.hh on esitetty listauksessa 25. Vapaamuotoinen funktio sallii my0s sen,
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ettd sille annetaan parametrind konvoluution m koko suoraan, jolloin funktio
configure_bluestein ei yrita maarittaa sita.

Listaus 25: fit bluestein.hh

#include "defs.hh"

void FFT_bluestein(const complex* input, complex* output, std::size_t N,
std::size_t instride, std::size_t outstride,
unsigned char maxfac, std::size_t m = 0);

cvector FFT_bluestein(const cvector& input);

cvector FFT_bluestein_pow2(const cvector& input);

cvector FFT_bluestein_fac2_3(const cvector& input);

5.6. Yhdistetty algoritmi

Seuraavaksi luodaan yleinen funktio FFT_any_fast, joka pyrkii kdyttdméan mita tahan-
sa saatavilla olevaa menetelmid FFT:n laskemiseksi (lukuunottamatta valmiita kirjas-
toja kuten FFTW), kunhan se vain on nopea.

Tata varten muodostetaan luettelo kaikista toteutetuista menetelmistd. Menetelmét
on listattu taulukossa 2, ja taulukkoa vastaavat C++-médrittelyt on esitetty listauk-
sessa 26. Bluesteinin algoritmista testataan useita eri vaihtoehtoisia arvoja konvoluu-
tiopituusmuuttujalle m. Arvot eroavat sallittujen tekijoiden osalta, kuitenkin niin, etté
m = 2N — 1. Tukeyn yleisestd algoritmista testataan kaikki mahdolliset kombinaatiot
jakaa luvun N tekijat muuttujiin 71 ja 79 niin, ettd N = riro, seké lisdksi yhden rekur-
sion ja kahden rekursion menetelmat, jotka esiteltiin listauksessa 17.

Nimi Rekursiot Kertolask. Yhteenlask. Lisétila Ehdot
Tukey (Radix-2) 2 x (Nf) N — — (NR)e N
Tukey (1 rekursio) 79 x 7q Nro Nro 1x N QN) #1
Tukey (2 rekursiota) roxryjaryxry N — 1x N Q(N) # 1
Rader 2x (N -1) N -1 — I1x(N-1) Q(N)=1
DFT (optimoitu) — 463 N2-N — N <4
DFT (yleinen) — N2 N? — N >4
Bluestein 2xm 2N+m — 2xm —

Taulukko 2: Toteutetut FFT-menetelmét ominaisuuksineen.
Merkinta ¢, , on sivulla 6 selitetty Kroneckerin delta.

Listaus 26: fft_any.cc (osa 1)

/* o(name, ritab,r2val, reclval,recimul, rec2val,rec2mul, mul,add,temp, condition) */
#define LIST_METHODS(o) \

o(Radix2, z,0, N/2,2, 0,0, N/2, N, 0, smallest==2) \
o(Tukey_Recl, fac,N/r1, ri,r2, 0,0, N*r2,N*r2,1, smallest!=N) \
o(Tukey_Rec2, fac,N/r1, ri,r2, r2,r1, N, 0, 1, smallest!=N) \
o(Rader, z,0, N-1,2, 0,0, N-1, O, 1, smallest==N) \

o(DFT, z,0, 0,0, 0,0, N<5 ? 4x(N==3) : (N*N), N*(N-(N<5)), 0, true) \
o(Bluestein, M,0, ri1,2, 0,0, N*2+rl, 0, 3, rl && N<original*3 && !resolving.contains(rl))

#define o(name,T,R,c,d,E,F,m,a,t,s,condition) name,
enum class AnyMethod: unsigned { LIST_METHODS(o) };
#undef o
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Taulukossa 2 esitetty merkintétapa rekursioille, esim. 2 x (N/2), tarkoittaa, etta algorit-
mi suorittaa kaksi kappaletta % -kokoisia FFT-muunnoksia. Téll6in algoritmin suoritta-
mien kertolaskujen lukumaara yhteensd on algoritmin omien kertolaskujen lukumé&ara,
plus kaksi kertaa sen algoritmin kertolaskujen lukumaéaré, jota kdytetadn g -kokoiseen
FFT-muunnokseen, joka puolestaan saattaa suorittaa pienempid FFT-muunnoksia. Las-

kenta on siten luonteeltaan rekursiivinen, aivan kuten itse muunnoskin.

Listaus 27: fft__any.cc (osa 2)

#include "dft.hh"

#include "fft_tukey.hh"
#include "fft_rader.hh"
#include "fft_radix2.hh"
#include "fft_bluestein.hh"
#include "factor.hh"
#include <unordered_map>
#include <unordered_set>
#include <mutex>

static std::unordered_map<std::size_t, AnyConfiguration> data;
static std::unordered_map<std::size_t, std::size_t> cache;
static std::unordered_set<std::size_t> resolving;

static std::size_t original;

static std::mutex lock;

struct AnyConfiguration

{
cvector buf;
std::size_t rl,r2, mult,add,temp;
AnyMethod method;

};

Listauksessa 27 on esitelty méaarittelyjd, ja listauksessa 28 on esitetty funktio, joka
paattelee, mikd menetelma soveltuisi parhaiten N-kokoisen syotteen késittelyyn ja milla
parametreilld. Tulokset tallennetaan vélimuistiin (hajautustaulukko), jottei selvitysta
samanpituiselle syotteelle tehtéisi useaan kertaan (rivit 40 ja 97). Liséksi funktio pitdéd
kirjaa siitd, minképituisia syotteitd se on tutkimassa, jottei rekursio (erityisesti Blue-
steinin aiheuttama rekursio) ajautuisi ikuiseen silmukkaan (rivit 42, 43 ja 96).

Riveilld 46-63 funktio laskee erilaisia vaihtoehtoja Bluesteinin algoritmin parametrille
m; namé tallennetaan vektoriin M. Riveilld 64-70 méaaritetdan kaikki mahdolliset yh-
distelmat luvun N tekijoistd ja tallennetaan niiden tulot vektoriin fac. Riveilla 73-91
iteroidaan lapi kaikki edelld listatut menetelmét sekad kyseisen vektorin arvot. Jokai-
selle menetelmélle lasketaan niiden edellyttdmien kerto- ja yhteenlaskujen méara seka
tarvittujen apuvektorien lukumééra, ja néistd valitaan se menetelma, jolla nédiden yh-
teenlaskettu summa on pienin. Yksittdinen apuvektori katsotaan samanhintaiseksi kuin
64 reaalikertolaskua. Tamé luku on mielivaltaisesti valittu. Lopuksi valitun menetelmén
tiedot tallennetaan vélimuistiin rivilla 97 ja palautetaan funktiosta.

Luvussa 7 suoritetaan mittauksia, joista on mahdollista péaételld, ettd Cooleyn-Tukeyn
yleisen algoritmin suorituskyky kérsi hieman siité, ettd se joutuu joka kerta luomaan vé-
liaikaistaulukon. Siksi tdhdn moduliin lisdttiin sama tekniikka kuin Raderin ja Bluestei-
nin algoritmeissa, jossa tallennetaan valiaikaistaulukko vain kerran kutakin eri syoteko-
koa varten. Tama véliaikaistaulun alustaminen tapahtuu rivilla 93.
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Listaus 28: fft__any.cc (osa 3)

static AnyConfiguration& configure_any(std::size_t N)

{

std::unique_lock<std::mutex> lk(lock);
if (auto i = data.find(N); i != data.end()) return i->second;

if (resolving.empty()) original = N;
resolving.insert(N);

std::vector<std::size_t> M, fac, z(1);
for(std::size_t nb=2%N-1; ; ++nb)
{

std::size_t m = 0;

for(std::size_t t = nb;;)

{
if(auto i = cache.find(t); i !'= cache.end()) { m |= i->second; break; }
else if(t % 2==0) {m |I=1; t /=2; }
else if(t %4 3==0) {m |=2; t /=3; }
else if(t % 56 ==0) {m |=4; t /= 5; }
else if(t % 7==0) {m |=8; t /=7; }
else { m = cache.emplace(nb, m+266*t) .first->second; break; }
}

if (unsigned facmask = m&255, b = std::popcount(facmask); m < 2%256 && b >= 1 && b <= 2)
{

M.push_back(nb) ;

if (facmask == 1) break; // Up to next power of two

}
std::size_t smallest = smallest_factor(N), best = ~z[0], F[16], fs = get_factors(N,F,16);
for(std::size_t f=0; f< std::size_t(1<<fs); ++f)
if(std::size_t product = 1; true) //std::popcount(f) <= 8)
{
for(std::size_t b=0; b<fs; ++b) { if(f & (1<<b)) { product *= F[bl; } }
if (product != 1 && product != N) fac.push_back(product);
¥
1lk.unlock();
AnyConfiguration cfg;
#define o(name, T,R,c,d,E,F,m,a,t,s, condition) for(std::size_t f=0; f<T.size(); ++f) \
{\
std::size_t mult=0, add=0, temp=0, rl = T[f], r2 = R; \
if (! (condition)) continue; \
/* Add our traits, and theirs: */ mult+=(m); add+=(a) ; temp+=(t); \
if(c) { auto& S = configure_any(c); mult+=(d)*S.mult; add+=(d)*S.add; temp+=(d)*S.temp; } \
if(E) { auto& S = configure_any(E); mult+=(F)*S.mult; add+=(F)*S.add; temp+=(F)*S.temp; } \
/* Complex multip. = 4 real multiplications and 2 additions; complexz add = 2 real adds */ \
std::size_t real_mul = mult * 4, real_add = mult * 2 + add * 2; \
std::size_t slowness = real_mul + real_add + temp*64; \
if (best == ~z[0] || slowness < best) /* Keep the best algorithm */ \
{\

best = slowness; \

cfg.method = AnyMethod: :name; cfg.mult = mult; \
cfg.rl =ri; cfg.add = add; \
cfg.r2 = r2; cfg.temp = temp; \
A
}
LIST_METHODS (o)
#undef o

cfg.buf.resize(cfg.rl * cfg.r2);

1k.lock();
resolving.erase(N);
return data.emplace(N, std::move(cfg)).first->second;
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Listaus 29: fft _any.cc (osa 4)

void FFT_any_fast(
const complex* input, complex* output, exp_vector exps,
std::size_t N, std::size_t instride, std::size_t outstride)

{
auto& cfg = configure_any(N);
std::size_t rl = cfg.rl, r2 = cfg.r2;
auto& buf = cfg.buf;
switch(cfg.method)
{
case AnyMethod::DFT: DFT(input, output, exps, N, instride, outstride); break;
case AnyMethod::Rader: FFT_rader (input, output, N, instride, outstride); break;
case AnyMethod::Bluestein: FFT_bluestein(input, output, N, instride, outstride, 0, rl); break;
case AnyMethod::Radix2:
{
// Because of cache efficiency reasons, use a smaller exps table in deeper recursions.
if (N >= 256 && exps.data->size() > N) { exps = ExpCircle(N); }
std::size_t half = N/2;
complex* even = output, *odd = output + half*outstride;
FFT_any_fast (input, even, exps, half, instride*2, outstride);
FFT_any_fast(input+instride, odd, exps, half, instride*2, outstride);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a) odd[a*outstride] *= exps(a, N);
for(std::size_t a = 0; a < half; ++a)
{
complex partl = even[a*outstride] + odd[axoutstride];
complex part2 = even[a*outstride] - odd[axoutstride];
even[a*outstride] = parti;
odd[axoutstride] = part2;
}
break;
}
case AnyMethod::Tukey_Recl:
if (N >= 256 && exps.data->size() > N) { exps = ExpCircle(N); }
for(std::size_t k0 = 0; kO < r2; ++kO0)
FFT_any_fast(input + kOxinstride, &buf[kO], exps, rl, r2*instride, r2);
for(std::size_t nl = 0; nl < r2; ++nl)
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)
{
complex value = O;
for(std::size_t k0 = 0; kO < r2; ++k0)
value += buf[kO + nO*r2] * exps((nl*ri+n0)*k0, N);
output [(n1*rl + n0)*outstride] = value;
}
break;
case AnyMethod::Tukey_Rec2:
if (N >= 256 && exps.data->size() > N) { exps = ExpCircle(N); }
for(std::size_t k0 = 0; kO < r2; ++k0)
FFT_any_fast(input + kO*instride, &buf[kO], exps, rl, r2*instride, r2);
for(std::size_t n0=0; nO<ril; ++n0)
for(std::size_t k0 = 0; kO < r2; ++k0)
buf [kO + nO*r2] *= exps(k0*n0, N);
for(std::size_t n0 = 0; n0 < rl; ++n0)
FFT_any_fast (&buf [n0*r2], &output[nO*outstridel, exps, r2, 1,rlxoutstride);
break;
}
}
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Listauksessa 29 tapahtuu varsinainen FFT-laskenta. Funktio alkaa rivilla 107 switch-
lausekkeella, jolla valitaan suoritettava menetelma taulukon 2 listasta. Cooleyn-Tukeyn
menetelmédt on sisdllytetty funktioon suoraan sisille, jotta ne voivat kutsua
FFT_any_fast-funktiota rekursiivisesti. Menetelmét sinélladn vastaavat tdysin listauk-
sissa 12, 17 seké 18 esitettyja algoritmeja.

Toteutuksiin on lisétty myos ehtolause, joka hakee sopivamman kokoisen exp-taulukon,
mikéli annettu exp-taulukko on liian iso (rivit 115, 131 ja 146). TAmé& ei muuta ohjelman
toimintaa, mutta muutos osoittautui testeisséd nopeuttavan laskentaa marginaalisesti.

Lopuksi listauksessa 30 esitetdén yksinkertaistettu rajapintafunktio, ja listauksessa 31
otsikkotiedosto, joka esittelee kdytetyt funktiot.

Listaus 30: fft_any.cc (osa 5)

cvector FFT_any_fast(const cvector& input)
{

const auto N = input.size();

exp_vector exps = ExpCircle(N);
cvector result(N);
FFT_any_fast(&input[0], &result[0], exps, N, 1, 1);
return result;
}
Listaus 31: fft_ any.hh
#include "defs.hh"
#include "exp.hh"
cvector FFT_any_fast(const cvector& input);

void FFT_any_fast(

const complex* input,
complexx* output,
exp_vector exps,

std::size_t N, std::size_t instride, std::size_t outstride);
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6. Mittausmenetelmat

Oikeellisuus

Kaikki edella esitetyt algoritmit testattiin seké oikeellisuuden ettd nopeuden kannal-
ta. Oikeellisuus testattiin vertaamalla algoritmin tulosta FFTW-kirjastoon. Testaus ta-
pahtui listaukseen 13 pohjautuvalla mutta monimutkaisemmalla pédédohjelmalla, jonka
lahdekoodi 16ytyy koko projektin git-repositoriosta, johon linkki on liitteessa II.

Ohjelmisto- ja laitteistoympdristo

Oikeellisuustestissd hyodynnettiin OpenMP-kédéntéjilaajennuksen tarjoamia siikeité
("#pragma omp parallel for” yms.) testauksen nopeuttamiseksi [13]. Nopeus sen
sijaan testattiin koodiversioilla, jossa mitddn monisidikeisyyttd synnyttiviad koodia ei
ollut kaytossa; koodi siis toimi ainoastaan yhta suoritusydintd kéyttéden seuraavassa yli-

kellottamattomassa laitteistossal”:

o CPU: AMD Ryzen Threadripper 3960X 24-Core Processor (3800 MHz)
o RAM: HyperX 4x16GB 3200MHz DDR4 CL16 (64 GiB)

Kayttojarjestelmé oli Debian GNU/Linux Trixie. Kédantdjana toimi GCC 13.2.0 seuraa-
vin optioin: -Wall -W -std=c++20 -0fast -march=native -1fftw3f.

Naytepituuksien valinta

Testeissé, joissa edustettuna on syotteiden pituudet lyhimmastd johonkin suureen lu-
kuun kuten 1,6 - 10° saakka, lukualuetta harvennettiin siten, ettd kutakin niytekokoa n
seuraava naytekoko méadaritettiin seuraavalla kaavalla:

11677
Npext = N + Max {1,rand <0, [ 7658 w> } ,

missd rand viittaa deterministiseen satunnaislukugeneraattoriin. Talla saavutettiin se,
ettd nadytepituuksien tiheys logaritmisella akselilla pysyi jotakuinkin vakiona alusta lop-
puun ilman, ettd syotepituuksissa mikddn tietty pituuden tyyppi (esim. alkuluvut tai
parilliset luvut) olisi esiintynyt ylikorostuneena. Kaavassa esiintyvit vakiot 1,1677 ja
7658 ovat likiarvoja seuraavan yhtéloparin ratkaisulle:

3000 = 1,5y
1048576 = 1400y

"Vaikuttaa ehké oudolta, miksi testiin on kiiytetty laitteistoa, jonka valtti on nimenomaan se, etté sii-
nd on kymmenittdin suoritusytimié, mutta sitten testid ajetaan vain yhdelld ytimelld. Osoittautui,
ettd yksisdikeisesti sai vahiten herkésti ailahtelevia aikamittatuloksia. Mittauksia ei suoritettu sel-
laisella laitteistolla, joka olisi erikoistunut yksisédikeiseen suoritusnopeuteen, koska sellaista ei ollut
kirjoittajalla kiytettavissa.
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Yhtéloparin tarkoitus on méaarittad kaksi kontrollipistettd maksimisiirtymaélle edelli-
sestd pituudesta seuraavaan: Kun syotteen pituus on 3000, maksimisiirtyma edellisestéa
pituudesta seuraavaan on 1,5, ja kun syotteen pituus on 1048576, maksimisiirtyma edel-
lisestd pituudesta seuraavaan on 1400. Namé maksimisiirtyméarvot on valittu kokeile-
malla, mika on tutkielman kirjoittajaa miellyttdva kompromissi kuvaajien luettavuuden
ja laskentaan kuluvan sédhkéenergian kannalta.

Vertailumenetelma

Vaikka FFT on kategorialtaan O(N log V) -algoritmi, nopeusvertailut eri algoritmien vé-
lilla tehtiin padasiassa kayttden potenssisovitusta logaritmisen sovituksen sijaan. TA4méa
osoittautui toimivimmaksi ldhtokohdaksi, silld se mahdollistaa parhaiten myos erilaisten
funktioiden vertailun toisiinsa. Lisdksi se on elegantti tapa vélttdd hdmmentéva tilan-
ne, joka syntyy, jos logaritminen sovitus tuottaa yhtélon, joka kuvaa aineistoa heikosti.
Nain osoittautui tutkielmaa laatiessa usein kdyvéan: logaritminen sovitus tuottaa helposti
funktion, jonka arvot ovat negatiivisia merkittavilla osalla logaritmisesta x-akselista. Po-
tenssisovituksella tatd ongelmaa ei esiintynyt. Potenssisovituksen ja logaritmisovituksen
vertailukelpoisuudesta on tarkempaa pohdintaa kappaleessa 9.1.

6.1. Kaytetyt sovitusmenetelmat

Lineaarinen sovitus yhden muuttujan selittdvin aineiston z ja selitettdvan aineiston y
vélille lasketaan pienimmén neliGsumman menetelmélld (PNS). Jos merkitdédn aineiston
kokoa N, voidaan laskea seuraavasti [12]:

1 1 &
N N
S;r;t = Z (xz _-f)2 Sxy = Z (xz_j') (yz _y)
i=1 i=1
6=% a=y-pr,

xrx

jolloin saadaan lineaarisen sovituksen kaavaksi y = o + Sx. Merkintd & viittaa téssa
aineiston x aritmeettiseen keskiarvoon.

Logaritminen sovitus aineistojen x ja y vilille saadaan muodostamalla lineaarinen
sovitus aineistojen In x ja y vélille. Tuloksena saadaan yhtdlé muotoa y = a + Slnx.

Potenssisovitus aineistojen z ja y vilille saadaan muodostamalla lineaarinen sovitus
aineistojen Inz ja lny vélille. Tuloksena saadaan yhtélé muotoa Iny = o + flnx, joka
voidaan sieventéid muotoon y = e®z”. Kun merkitdén v = e®, saadaan potenssisovituk-
sen kaavaksi y = yz”.

Sovitukset muotoa t(n) = an + Bn?, t(n) = n(a + Blnn) tai t(n) = ynP*! saadaan
laskettua kayttamaélla edellé esitettyjen sovitusten laskennassa arvoja x = n, y = tn)
kertomalla tuloksena saadun yhtdlon molemmat puolet muuttujalla n.

ja
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7. Mittaustulokset
7.1. Tarkkuus

Taulukossa 3 on esitetty vertailut, joissa kutakin algoritmia verrattiin referenssitoteu-
tukseen (FFTW) eri kokoisilla syotteilld. FFT laskettiin kyseiselld algoritmilla seké
FFTW:114, ja tuloksista laskettiin nelidityjen absoluuttisten erojen summa jaettuna syot-
teen pituudella. Yli 1073:n suuruinen ero katsottiin virheeksi algoritmin toiminnassa.
Virhearvoja pohditaan tarkemmin luvussa 9.3. Naiivin DFT:n testaaminen lopetettiin
yli 196000 alkion pituisilla syotteilld, silld sen testaaminen oli kohtuuttoman hidasta.
Samassa vaiheessa myos Tukey-algoritmeja muutettiin niin, ettd ne suorittavat alku-
lukukokoisen syotteen prosessoinnin FFT_any_fast-algoritmilla naiivin DFT:n sijaan.

Kategoria DFT Tukey Tukey Tukey Tukey Tukey Rader Bluestein Bluestein Bluestein any
(2) (29 fast) (gen) (1rec) (2rec) (293°5°7%) (29) (2°3%)
1-10 (n = 10)
min 0 0 9.107 0 0 0 0 0 0 0 0
max 81071 2107 3.107 7107 8107 41071 6107 5.107%° 2.107% 21074 9107
avg 3.1071 1107 2.107 4107 4.107 21071 3107 210" 7107 7107 3.107
11-100 (n = 83)
min 9. 10"4 7107 7.107 61071 7107 5.1071 2.107% 2.107%° 1-1071 2.107% 7107
max 6-107" 8.107% 9.107 510712 5.107"2 5.1071% 2107 110" 61072 610712 1.101
vg 2.10712 3.107% 4.107" 1-107% 110" 1-10% 5.1071% 4.107 2.107%2 3.107"2 21071
101 1000 (n = 297)
min 4-1012 2.10712 2-10712 2.10712 2-10712 2.1071 61012 5.1012 41012 4-1072 2.1012
max 4-101° 1-101 1-101 2.107% 2.10710 2.1071 3.101 2-1071 1-101° 2.107% 2.101°
avg 1.1071 5.1071% 6-10712 3.1071 3.1071 3.1071! 7.1071 5.101 3.101 4.101 3.1071
1001-10 000 (n = 568)
min S10710 ~107M 3.10 210 2.101 3.10 1-107% 610" 5.101 610 3.10"
max 3 108 3 S1070 3.101 1-10° 1-10°% 1-10°% 3.107° 4-10° 1-107° 2.107 2.107°
avg 8.107° 1.1071° 1.101 7.1071° 7.10710 7.1071 1.107 7.1071 4.10710 61071 4.1071°
10 001-100 000 (n = 883)
min -10°% 610" 61071 4.10%° 4.101" 4.10% 2.107° 1.10° 7.101 1.107° 4.101%
max 3 10°° 3.10° 3.107° 1.-10°¢ 1.10° 1-10° 8.10° 4.10°% 2.10°% 2.10°% 3.10°
avg 7107 2.10° 2.107° 3.10° 3.10°% 3.10°% 1-10° 8.107° 5.107° 7.10° 5.107°
100 0011 000 000 (n = 1512)
min 3.10° 6.10° 6-107° 5.10° 5.10° 5.10° 4.10°% 1.10°% 9.10° 1-10°% 6-10°
max 1.10° 3.10° 3.10° 1-10° 9.10° 7.10° 5.107 5.107 2.107 3.107 5.107
avg 7.10° 2.10°% 2.10°% 2.107 2.107 2.107 2.107 1-107 6-10% 8-10% 6-10°%
1 000 001-10 000 000 (n = 2191)
min — -10°® 6-10° 6.10° 6-10° 6-10° 4.107 1-107 9.10° 1-107 6.10°
max — 610 6107 3.10° 3.10° 3.10° 1-10° 9.10° 3.10°° 5.10° 4.10°
2107 3.107 8.107 8107 8107 3.10° 1-10° 7.107 1-10°¢ 7-107
10 000 001-100 000 000 (n = 1237)
min — 1-10°° 1.10° 7107 7.107 8107 5.10° 2.10°° 1-10° 2.10°° 7-107
max — 5.10° 5.10°° 9.10* 9.10* 9.10* 1-10* 4.107 9.10°° 1-107° 9.10*
avg 3.10° 3.10° 7.10°° 7.10°° 710 1-10° 5.10°° 3.10°° 4.10°° 6-10°
Alkuluvut (n = 375)
min — — — — — 0 0 0 0 0
max 1 107° — — — — — 1-10* 2.107° 9.10°° 1-107° 1-10*
avg 7107 — — — — 2.10° 9.107 6-107 8107 1-10°°
Yhdistetyt luvut: Vain pienii tekijoitd (n = 2580)
min 9.107%° 0 9.107 0 0 — 5.1071 2.107 21071 9107
max 1-107° 5.10°° 5.10°° 6-10°° 6-10° 9.10°° — 4.107 4.10° 7-10°° 4.10°
avg 1-10° 4107 4.107 4107 4.107 5.107 — 1-10° 6-107 9107 5.107
Yhdistetyt luvut: Ei plenla tekuoﬂ:a (n = 596)
min 1101 4.1071 4.107"2 4.1072 — .10 810712 9.10712 8.1012
max 1-10° — — 9.107" 9-10* 9-10" — 2-107° 8.10° 1-10° 9-10*
avg 1.10° — 5.10°° 3.10° 3.10°° — 2.10°° 1.10° 1.10° 3.10°
Kahden potenssit (> 2) (n = 27)
min 0 0 S1071° 0 0 0 — 0 0 0 0
max 6-10° 5.10° 5 10° 5.10° 5.10° 5.10° — 1-10° 2.10°° 2.10°° 1-10°
avg 4.107 4.107 4-107 3.107 3.107 3.107 — 5.1077 2.107 2.107 9.10°%
Kaikki (n = 6781)
min 0 0 9.107" 0 0 0 0 0 0 0
max 1.10° 5.10° 5.10° 9.10" 9.10* 9.10" 1.10* 4.107° 9.10° 1-10° 9.10*
avg 1-10° 4.107 4.107 2.10° 2.10° 2.10° 2.10° 1-10° 8.107 1-10° 1-10°

Taulukko 3: Neliolliset virheet (pienin, suurin, keskimééridinen) kunkin algoritmin
laskennassa (verrattuna FFTW-kirjastoon) eri kokoisilla syotteilla.
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7.2. Nopeus
DFT vs. Cooley Tukey radix-2 (perustoteutus)

Kuvaajassa 4 on esitetty nopeusvertailu naiivin DFT:n sekd Cooleyn-Tukeyn algoritmin
Radix 2 -version perustoteutuksesta. Kuvaaja esittda algoritmien kestot naytettd koh-
ti syotteen pituuden funktiona. Nopeusvertailusta voidaan tehdd seuraavat havainnot
tutkittavista algoritmeista:

o DFT-laskenta seuraa odotetusti O(N?) -suoritusaikavaatimusta: muunnos kesti
testilaitteistolla keskiméirin 5,2 N2 ns néiytteen pituuden N funktiona.

o Omatekoinen Radix 2 -FFT noudatti odotetusti O(N log N) -suoritusaikavaatimusta:
muunnos kesti keskiméarin 6NV In NV + 49N ns.

10000 ~*DFT v
———Linear(DFT) t ~ 5,167N? ns
+—Radix2
5 —-—-Logarithmic(Radix2) t~ N (6,0241n N + 49,321
51000

— - -— —_— -_— _— — —
- P O e G B G @ P B S S — =
/’;r =@ . =S = il ¢ @) e+ @ . ——— o —

W e————

ot

1 10 100 1000 10090 100000 1000000 10000000 10000000
Sydtteen pituus [naytetts

Kuva 4: Nopeusvertailu, jossa naiivi DFT sekd Radix 2 -versio Cooleyn-Tukeyn
algoritmista. Akselit ovat logaritmisia. Mustat katkoviivat esittavét
mittauspisteisiin laskettua sovitusta (luku 6.1); lineaarinen DFT:n tapauksessa
ja logaritminen Radix 2:n tapauksessa.

Cooley Tukey radix-2, perustoteutus vs. optimoitu toteutus

Kuvaajasta 5 ndhdéaén, etté listauksessa 11 optimoidun radix-2 -algoritmin suoritusaika
oli selvasti parempi kuin ensimméisen version. Noin kahden miljoonan alkion kohdalla
suoritus kuitenkin hidastuu merkittavésti, mikéd todennékoisesti johtuu suoritusytimen
valimuistin tayttymisesta.

+—Radix2

———Logarithmic(Radix2) t~ N (6,024In N + 49,37) ns
o--Radix2_fast

. _ e o mm — —m — —o——
S 100 —~-Logarithmic(Radix2_fast) f:N(3,852ln;"\7+9@0‘_1(51_p ns‘___@,__@.__@-—--@-—-@-——--@——O——v——o— ——— - - J
e e e emTET PN BN S A
_____ o= S
i S R
_A,.—-—>-—"Z"' > N
> TS
2 10 T
-
-
R
1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 10000000
Syétteen pituus [naytetts]

Kuva 5: Nopeusvertailu Cooleyn-Tukeyn algoritmin radix-2 -erikoistapauksen
perustoteutuksesta ja optimoidusta toteutuksesta. Mustat katkoviivat
esittdvat logaritmisia sovituksia.
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--Radix2_fast
100000 — -~ power(Radix2_fast) t~ 10,20N 11 g
w--TukeyR1_RecAlways
——-Power(TukeyR1_RecAWaysy 22 48 N4 ng

~&--DFT |
v PowerBF) t ~ 3,520N%% ns [“Im !
10000 i““ [
“M “ }
£1000
e
=100
E e 1
P - e T T T T
: ’: e m e — T T
) R A N =
L i & P’
1 10 100 1000 10000 100000

Sybtteen pituus [naytetta]

Kuva 6: Nopeusvertailu, jossa ovat Cooley-Tukeyn yleinen tapaus (kaksi rekursiota),
Radix-2 ja DFT. Mustat katkoviivat esittdvit mittauspisteisiin laskettuja
potenssisovituksia.

o Radix2_fast ~
———Power(Radix2_fast) t a2 10,29N 51 ng P

1000, ~TukeyR2_NoRec ‘//
—-—--Power(TukeyR2_NoRec) ¢ ~ 37,34 N1 ng -
~-m-TukeyR1_RecAlways
—=-Power(TukeyR1_RecAwaysk 52,12 N 111 ng o
~#--DFT e
———Power(DFT) t~ 3845N% ns”

100

R I

Kesto [ns / néyte], pienempi on parempi

>
B A
|
|
|

10 100 1000 10000 100000

Sybtteen pituus [naytetta]

Kuva 7: Sama vertailu kuin kuvaajassa 6, mutta nyt mukaan on poimittu ainoastaan
ne néytekoot, joissa koko N koostuu pelkastdan pienistéd alkulukutekijoista.
Kuvaajassa on esitetty erikseen yhden rekursion ("TukeyR2_NoRec”) seki

kahden rekursion ("TukeyR1_RecAlways”) versiot yleisen tapauksen
algoritmista.

Radix-2 -versio vs. Cooley-Tukeyn yleinen tapaus

Kuvaajassa 6 vertaillaan Cooleyn-Tukeyn algoritmin Radix-2-versiota sen yleiseen ver-
sioon. Toisin kuin aiemmin esitetyissd kuvaajissa, nyt suoritusaika ei muodosta selkeda
kayréd, vaan pikemminkin logaritmisella asteikolla se muodostaa kolmion, jonka sisdl-
le yksittédiset aikamaéérat sijoittuvat. Kolmion alareuna esittdéd algoritmin parasta ta-
pausta, jossa naytteen koko koostuu ainoastaan pienistéd alkulukutekijéisté, ja ylareuna
heikointa tapausta, jossa ndytteen koko on alkuluku. Vertailun vuoksi kuvaajassa on
esitetty myos DFT, ja onkin helposti ndhtévissa, ettd yleisen tapauksen heikoin tapaus
tdsmii tarkalleen DFT-algoritmiin'®. Kuvaajasta on erotettavissa myos lukuisia vino-

luvasta ajasta, jonka suhteellinen merkitys vaikuttaa kuvaajan perusteella muuttuvan mitattoméaksi
vasta, kun sy6tteen koko on vahintddn n. 20 niytetta.
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viivan tapaisesti jarjestyneité pistejonoja. Nama sddnnénmukaisesti etenevét pistejonot
vastaavat tapauksia, joissa syGtteen pituus on jaollinen jollain tietylld alkuluvulla. Tal-
16in suoritus on nopeampaa. Kukin alkulukutekija nopeuttaa suoritusta tietyn lasken-
nallisen kertoimen mukaan (kts. lause 4.7), ja niinpé jokaisesta tekijastd muodostuukin
oma pistejononsa.

Kuvaajassa 7 on esitetty sama vertailu, mutta télla kertaa niin, ettd mukaan on va-
littu vain ne tapaukset, joissa syotteen koko on pienten alkulukutekijéiden (2, 3, 5 ja
7) tulo. Talloin yleisen tapauksen suorituskyky osoittautuukin varsin vertailukelpoiseksi
optimoidun Radix-2 -version kanssa, vaikkakaan aivan samaan se ei péadse. Ero toden-
nékoisesti johtuu yleisen tapauksen tarvitsemasta aputaulusta vélituloksia varten. Apu-
taululle tarvittavan muistin varaaminen ja vapauttaminen hidastaa suoritusta. TAméa
olisi mahdollista valttad varaamalla muisti etukéteen samoin kuin esim. FFTW tekee
plan-operaationsa osana.

Kuvaajassa on mukana itse asiassa Tukeyn yleisestd versiosta kaksi eri toteutusta: yh-
den rekursion ja kahden rekursion versiot. Namaé kaksi eri versiota esiteltiin listauksessa
17. Kuten lauseiden 4.5 ja 4.6 todistusten yhteydessa paateltiin, silloin, kun alkuluku-
pituisen syotteen muunnos tehdain naiivilla DFT:114, yhden rekursion versio on selvésti
tehokkaampi kuin kahden rekursion versio. Tamé ilmenee myo0s kuvaajasta: Yhden re-
kursion malli péarjasi n. 40 %:a paremmin kuin kahden rekursion malli. Asiasta on lisdé
pohdintaa luvussa 9.4.

Rader vs. Bluestein

Nopeustestissd tahén asti késitellyistd algoritmeista vain nelidllinen perus-DFT soveltui
sellaisten néytesarjojen muuntamiseen, joiden pituus on alkuluku. Luvuissa 4.3 ja 4.4
esitetyt Raderin ja Bluesteinin algoritmit kuitenkin kykenevét ainakin teoriassa saavut-
tamaan neliollistd paremman suorituskyvyn silloinkin, kun ndytesarjan pituus on alkulu-
ku. Kuvaajassa 8 on esitetty ndiden kahden suoritusnopeus sellaisissa tapauksissa, joissa
néytesarjan koko on aina alkuluku. Koska molempien algoritmien tarkoitus on muuntaa
syote silla tavalla, ettd voidaan suorittaa FFT jollekin eri kokoiselle syotteelle, molem-
pien algoritmien suorituskyky riippuu dramaattisesti siita, mitd FFT-algoritmia kyseiset
algoritmit kéyttaviat apunaan muunnetun syotteen kasittelyssé. Téssa testissd on kaytet-
ty FFT_any_fast-menetelméd, joka saattaa suorittaa lisdd Rader- tai Bluestein-kutsuja,
riippumatta siitd mitd menetelméd téssé testataan. Yleisesti ottaen nédyttda kuitenkin
siltd, ettéd lyhyilla syotteilld (alle sata naytettd) Rader on pasdsdéntoisesti tehokkaampi
kuin Bluestein, ja pitemmillé syotteilld tilanne on painvastoin.

Kuvaajassa on mukana kolme eri versiota Bluesteinin algoritmista. Ne eroavat toi-
sistaan konvoluutiopituuden m valinnan suhteen: "Bluestein” valitsee pienimmaén arvon
m = 2N —1, joka koostuu tekijoista 2, 3, 5 ja 7. "Bluestein2” valitsee ainoastaan kahden
potensseja. "Bluestein3” valitsee pienimmaén vain tekijoistéd 2 ja 3 koostuvan arvon. Paa-
sadntoisesti pelkédstadn kahden potensseja valitseva algoritmi oli nopein néistéa kolmesta,
mutta joissain tilanteissa "Bluestein3” oli kuitenkin nopein.
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A--Rader
==~ Power(Rader) t~ 81,7TN"3 ns
~¥--Bluestein_prime
——--Power(Bluestein_prime) ¢ ~ 133, 3N ns
—<--Bluestein2_prime
—--—-Power(Bluestein2_prime) { ~~ 72,15N1‘11 ns

1000 . Bluestein3_prime
~——Power(Bluestein3_prime) ¢ ~~ 83,99 N1:!! ng
4--Radix2_fast
—-—Power(Radix2_fast) t~ 10,29N " ng

Kesto [ns / néyte], pienempi on parempi

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Sydtteen pituus [naytettd]

Kuva 8: Raderin ja Bluesteinin algoritmit vertailussa. Kyseiset algoritmit on laskettu
téssd ainoastaan alkulukupituuksille. Vertailun vuoksi on esitetty
Cooley-Tukey radix-2, jossa on kiytetty ainoastaan kahden potensseja.

~4--DFT
—<-Bluestein2_any
———Power(Bluestein2_any) ¢ ~ 72,44 N LI pg

X--Any-est
—=-Power(Any-est) t ~ 50,94N12 ns
-m--FFTW-est
1000 —-—-Power(FFTW-est) t~ 4,111IN ng
4--Radix2_fast

——-—Power(Radix2_fast) ta~ ]0.29N1’11 ns

Kesto [ns / nayte], pienempi on parempi

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Sybtteen pituus [naytetta]

Kuva 9: Yhdistetty funktio verrattuna FFTW-kirjastoon. Vertailukohdiksi on esitetty
myo6s naiivi DFT, Cooleyn-Tukeyn Radix-2 -versio pelkilla kahden
potensseilla, sekd Bluesteinin kahdenpotenssiversio.
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Yhdistetty funktio vs. FFTW

Kuvaajassa 9 on esitetty yhdistetyn funktion FFT_any_fast vertailu FFTW-kirjastoon.

Nahdaan, etta tutkielmassa esitetty yhdistetty funktio tarjoaa suorituskyvyn, joka on
parhaimmassa tapauksessaan samaa luokkaa FFTW-kirjaston kanssa ja heikoimmassa
tapauksessaan samaa luokkaa aiemmin késitellyn Bluestein-toteutuksen kanssa. Télla
syotekokovililld se saavuttaa keskimiirin suoritusaikavaatimuksen O(N'12) vakioker-
toimella 51. Missdan tilanteessa sen suoritusaikavaativuus ei kdyttaydy neliollisesti niin
kuin naiivilla DFT:1I4.

Vertailun vuoksi FFTW-kirjastolla suoritusaikavaativuus on testin perusteella O(N114)
vakiokertoimella 4,1. FFTW:n kuvaajan kulmakerroin on jyrkempi, silld pienilld syoGte-
ko’oilla se hyotyy suhteessa useammin siitd, ettd se sisdltdd &darimmaisen tehokkaita
generoituja ja erikoistuneita muunnosfunktioita pituuksille 1-32. Suuremmilla syotteilla
tdméan edun suhteellinen hytty vdhenee, minka takia sen keskiméérédinen suoritusaika
hieman nousee!®.

Joka tapauksessa kuvaajasta on nahtévissa, ettd FFTW:n suorituskyky on monta
kertaluokkaa parempi kuin téssd tutkielmassa laaditulla koodilla, joskin ero on va-
kiokerroinluonteinen; suoritusaikavaativuuskategoria on molemmilla saman tyyppinen.
Tata parempaa suorituskykya tuskin saavutetaan ilman FFTW:n hyodyntaméa matalan
tason ohjelmointia [11].

9FFTW-kirjaston suunnitelmia (plan) laadittiin ainoastaan FFTW_ESTIMATE-moodissa, silli se vastaa ta-
paa, jota myos tutkielmassa esitetty funktio FFT_any_fast kayttdd. Myos FFTW_EXHAUSTIVE-moodia
testattiin; sitd kayttdmalla kirjasto saavutti keskiméérin puolet paremman suoritusajan. Naita tu-
loksia ei esitetty tdssd tutkielmassa, koska tutkielman tarkoitus ei ole analysoida FFTW-kirjastoa
tarkemmin. FF'TW:n eri suunnittelumenetelmien vaikutusta sen tarkkuuteen ei mydskaédn tutkittu.
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7.3. Yhteenveto

Taulukossa 4 on esitetty tiivistelmé tdman luvun mittaustuloksista.

Nimi Keskimédarai- Luokitus Rajoitukset Muuta kayton kannalta
nen kesto huomioitavaa
(potenssina)

Naiivi DFT 3,5N20 ns Hitain  — Soveltuu kiytettiviksi vain,
jos syOte on hyvin lyhyt.

Rader 82N 1! ns Vain Lyhyilld syotteilli yleensi

alkulukukoot nopeampi kuin Bluestein.

Tehokas silloin, jos N — 1
koostuu pienista alkulukute-
kijoisté.

Bluestein 72N11 ns — Hyo6dyllinen ldhinnd silloin,

(m=2°) jos syoOtteen pituus on alku-
luku tai suurten alkulukujen
tulo. Pitkilla syotteilld yleen-
s& nopeampi kuin Rader.

Yhdistetty 51N11 ns Nopea — Valitsee tapauksesta riip-
puen parhaan tunnetun
tekniikan; ellet tiedd, etté
jokin muu soveltuu parem-
min, kdiyta téata.

Cooley-Tukey 37N ns Pituuden on Tekijdiden on hyvi olla

(yleinen) oltava yhdis- pienii.

tetty luku

Cooley-Tukey 10Nt ns Nopea Kahden

(Radix-2) potenssikoot

FFTW 41N ns Nopea — Ylivoimaisesti nopein kaikis-

sa tapauksissa. Vieldkin no-
peampi, mikéli annetaan laa-
tia suunnitelma huolellisesti
ja ajan kanssa.

Taulukko 4: Toteutetut FFT-menetelméat mittaustuloksineen.
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8. Esimerkkisovellus

FFT:14 on lukemattomia sovelluksia, jotka vaihtelevat signaalinkésittelystd matematiik-
kaan ja tekodlyyn. Eréds sovellus liittyy puheen tunnistamiseen.

Puheen ja ddnen tutkimuksessa késitteelld formantti tarkoitetaan erityisesti &édnen taa-
juusspektrin amplitudihuippuja, eli taajuusalueita, joille akustinen energia on kasaantu-
nut [8]. IThmisen kyky erottaa puhedinen eri vokaalit toisistaan perustuu kykyyn erotella
ddnen perustaajuuden liséksi sen formantit toisistaan [21]. Taulukossa 5 on esitetty lista
tyypillisistd miesddnen formanteista eri vokaaleille.

Vokaali (IPA) Formantti ' (Hz) Formantti F5 (Hz) Erotus Fy — F; (Hz)

i* 240 2400 2160
y * 235 2100 1865
e* 390 2300 1910
¢ * 370 1900 1530
€ 610 1900 1290
e 985 1710 1125
a 850 1610 760
E 820 1530 710
a* 750 940 190
D 700 760 60

A 600 1170 570
2 500 700 200
¥ 460 1310 850
o* 360 640 280
w 300 1390 1090
u * 250 595 345

Taulukko 5: Tyypilliset vokaaliformantit [8]. Asteriskilla on merkitty
suomen kielessa kéytettdavat vokaalit, lukuunottamatta
vokaalia /ae/, jolle tietoa ei 16ytynyt.

Formanttianalyysia varten ladattiin YouTube-videopalvelusta suomenkielistd puhetta
sisaltdvd Helsingin yliopiston video https://youtu.be/SQtMTIGpR4AVE, ”Lauri
Oksanen: Miten kuvantamiseen liittyvid ongelmia voi ratkaista kaareutuvissa aika-
avaruuksissa?”. Videon #éniraita ladattiin tydasemalle yt-dlp -tyokalulla?’. Siité eris-
tettiin 1,3 sekunnin mittainen niyte ffmpeg -tyokalulla®!, ja tulos muutettiin yksikana-
vaiseksi 44100 Hz raakatiedostoksi SoX -tyckalulla??. Komentosarja oli seuraava:

yt-dlp https://youtu.be/SQtMIGpR4VE -f140
ffmpeg -i *SQtMT*.m4a -ss 1:32.3 -t 1.3 test.wav
sox test.wav -tf32 -cl -r44100 test.raw.

Onttps://github. com/yt-dlp/yt-dlp
nttps://ffmpeg.org/
https://sourceforge.net/projects/sox/
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Kuva 10: Puhetta sisédltdvia niytesarjaa esittéva kuvaaja.
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Kuva 11: Taajuussarjan amplitudispektri, tarkemmin sanottuna sen vasen puolikas.
Néaytesarjalle on ensin suoritettu diskreetti Fourier-muunnos. Tuloksena
syntyneistd kompleksisista arvoista on laskettu amplitudiarvot.

Tuloksena oli test.raw-niminen tiedosto, joka sisélsi sanat "vaikka maapallon raken-
ne”. Tiedosto sisdltda ndytesarjan, joka kuvastaa 44100 kertaa sekunnissa naytteistettyja
suhteellisia ilmanpainevaihteluja, jotka ihminen havaitsee ddnené [20]. Tata esitysmuo-
toa kutsutaan pulssikoodimodulaatioksi (PCM). Néytesarja on esitetty kuvaajassa 10.
Tama joukko voitaisiin toki muuntaa taajuussarjaksi FFT:114, ja kuvaajasta 11 ndhdéén,
millainen olisi tulos. Tést4 ei kuitenkaan olisi puheanalyysin kannalta erityisesti hyotya.
Kuvaaja ei paallisin puolin kerro oikeastaan muuta kuin etté se koostuu pédasiassa ma-
talista taajuuksista, eiké esimerkiksi sisélld korkeataajuisia vihellyksié.

Jotta ddnisignaalin taajuuskomponenttien muutoksia ajan funktiona voitaisiin tutkia
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Kuva 12: Gaussin kellokdyrdn 0-1 -vilille skaalattu
- (z—U, 2_ - . . . .
muoto £ (1_0;)0 T % muutamilla vakion C eri arvoilla.
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mielekkadsti, tdytyy néytesarjalle suorittaa niin kutsuttu ikkunointi [20]. Se tarkoittaa,
ettd ndytesarjalle suoritetaan monta FFT-muunnosta perdkkéin siten, ettd kuhunkin
muunnokseen valitaan naytesarjasta osa, ja valitun osan sijaintia liikutetaan eteenpain
kuin suurennuslasia tekstin paélld. Ikkunan leveys valitaan sen perusteella, kuinka no-
peisiin muutoksiin dénen koostumuksessa halutaan reagoida. Olkoon R néytteistystaa-
juus (esim. 44100Hz), S FFT:n koko (esim. 44100), W ikkunan leveys (sekuntia) ja
A ikkunan alkupositio ndytteen alkusta (sekuntia). Talléin ikkunoitu amplitudisarja X
muodostetaan ndytesarjasta x seuraavilla kaavoilla, kun j = 0,1,...,5 — 1. Ikkunafunk-
tiona kéytetddn 0-1 -vélille skaalattua Gaussin kellokayraé, jonka terdvyyden méarittaa
parametri C' (havainnollistettu kuvaajassa 12):

Ce = e T Kellokédyrian marginaalin arvo
E_C.(WLA_%)Q - Ce Kellokévra
wj e ellokéyra
w = Z w; Kellokdyrin normalisointiarvo
Yj = T(j+|AR]) " % Ikkunoitu niytesarja
Y; = FFT(y); Ikkunoitu taajuussarja (kompleksinen)
X; =Y Ikkunoitu amplitudisarja (reaalinen).

Amplitudisarjan havainnollistamista varten lineaariset amplitudit (X) muutetaan lo-
garitmisiksi desibeleiksi (L) seuraavasti, missi ¢ = 10730 ja 20 uPa #énenpainetta ku-

vaava vertailuteho p = 4 - 10710:
Jte . . . .
O; = 6log, (1000) Esivahvistus: 6 dB oktaavia kohti
X.
L; = 10logyg ( it 6) + O; Logaritminen amplitudisarja.
p
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Kuva 13: Ikkunoitu amplitudispektri listauksen 32 esittdmén ohjelman tuottamana.
Tummempi vari tarkoittaa suurempaa amplitudia, vaaleampi pienempéé.
Akselit ovat lineaarisia.
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C++-ohjelma, joka suorittaa tdmaén kaiken laskennan, on esitetty listauksessa 32. Gaus-
sin kellokdyréan skaalausvakiona toimi C' = 48. Kuvaajaan on piirretty taajuusalue 1-
5000 Hz ja amplitudit véliltd 60-90dB (t.s. alle 60 dB amplitudit katsotaan minimiksi
ja yli 90dB amplitudit katsotaan maksimiksi). Ohjelma kéyttda FFT-muunnokseen lis-
tauksessa 8 esitettyd FFT_fftw-funktiota, mutta lahes miké tahansa tédssd tutkielmissa
esitetyistd FFT-/DFT-funktioista kdy yhtd hyvin ja antaa saman tuloksen.

Listaus 32: fft-examplel.cc

1 #include <algorithm>

2 #include <fstream>

3 #include <vector>

4 #include <cmath>

5 | #include <cstdio>

6 | #include <gd.h>

7 #include "fft_fftw.hh"

8 | int main()

9 |{

10 /* Read input file */

11 std::ifstream f("test.raw", std::ios::binary);

12 f.seekg(0, std::ios::end);

13 std::vector<char> buf (f.tellg());

14 f.seekg(0, std::ios::beg);

15 f.read(&buf [0], buf.size());

16 /* Analyze the data */

17 const float* data = reinterpret_cast<float*>(&buf [0]);

18 std::size_t size = buf.size() / sizeof(float), rate = 44100;

19 double length = size / double(rate); /* Length in seconds */

20 double increment = length/4000, window = 0.013;

21 std::size_t maxfreq = 44100, interesting[2] = {0,5000}, x = 0;

22 std::size_t columns = std::ceil(length/increment)+1;

23 std::vector<double> result(maxfreq * columns);

24 for(double start = 0; start < length; start += increment, ++x)

25 {

26 /% Generate complez sample */

27 cvector sample(maxfreq);

28 for(std::size_t p=start*rate, a=0; a<maxfreq; ++a,++p) { samplelal = p < size ? datalp] : 0; }
29 /* Apply Gaussian window */

30 std::size_t wnd = window*rate;

31 double wndsum = 0, C = 48, edge = std::exp(-C/4);

32 for(std::size_t a=0; a<maxfreq; ++a)

33 {

34 double value = (std::exp(-Ckstd::pow(double(a)/wnd-0.5, 2.)) - edge) / (1-edge);
35 sample[a] *= value; wndsum += value;

36 }

37 // Normalize it

38 for(std::size_t a=0; a<maxfreq; ++a) samplel[al] /= wndsum;

39 /* Transform */

40 sample = FFT_fftw(sample);

41 /% Convert complex FFT into real power spectrum */

42 std::vector<float> real(maxfreq/2);

43 for(std::size_t a=0; a<maxfreq/2; ++a) { reallal = std::abs(samplelal); }
44 /* Convert absolute signal to dB */

45 for(std::size_t a=0; a<maxfreq/2; ++a) { reallal = 10 * std::loglO((realla] + 1e-30) * 25e8) + 6xstd::log2((a+'a)/1000.); }
46 /% Clamp to 60 ... 90 dB range */

47 float min = 60, max = 90;

48 for(std::size_t a=0; a<maxfreq/2; ++a) { reallal = std::clamp((reallal - min) / (max-min), 0.f, 1.£f); }
49 /* Render into result */

50 for(std::size_t a=0; a<maxfreq/2; ++a) { result[x*maxfreq + al = reallal; }
51 3

52 /% Convert the result into a picture */

53 gdImagePtr im = gdImageCreateTrueColor(columns, interesting[1]-interesting[0]);
54 for(std::size_t x=0; x<columns; ++x)

55 for(std::size_t y=0; y < (interesting[1]-interesting[0]); ++y)

56 {

57 float f = std::pow(l - result[x*maxfreq + (interesting[1]-y)], 1.2f);
58 int b = f*768, g = b-256, r = g-256;

59 unsigned color = (std::clamp(r,0,255)<<16)+(std::clamp(g,0,255)<<8)+(std: :clamp(b,0,255)<<0);
60 gdImageSetPixel(im, x,y, color);

61 if(y % 200 == 0) gdImageSetPixel(im, x,y, Ox5555FF);

62 if(y % 1000 == 0) gdImageSetPixel(im, x,y, OxFF5555);

63 }

64 /* Write out the picture */

65 FILE* fp = std::fopen("test.png", "wb");

66 gdImagePng(im, fp);

67 std::fclose(fp);

68 3
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Tuloksena syntyneestd spektristd, kuvaajassa 13, voi selkedisti havaita useita tum-
mansinisid aaltoilevia akustisen energian keskittymié eri taajuuksilla samanaikaisesti.
Fourier-muunnoksen luonteesta johtuen niiden tarkan taajuuden méaarittaminen on kui-
tenkin hankalaa. Méarittdmiseen on kehitetty useita menetelmid, mm. Burg-muunnos,
joka kisittelee néytesarjaa aivan kuten Fourier-muunnoskin [6]. Koska tutkielman aihe
kuitenkin on Fourier-muunnos, Burg-muunnokseen ei téssé yhteydessa keskityta. Toinen
vaihtoehto on muodostaa taajuusarvojen ja amplitudisarjan vélille polynomisovitus ja
selvittdsd polynomin huippukohdat??. Pienimmén nelisumman menetelméin perustu-
va polynomisovitus ei kuitenkaan aina onnistu kuvaamaan alkuperaista taajuusspektria
luotettavasti, eivitkd polynomin huippukohdat tdsmaé taajuusspektrin kanssa, kuten
nahdddn kuvaajasta 14. Polynomin astelukua kasvattamalla sovituksesta saadaan pa-
rempi, mutta kovin tdsméllinen se ei silti ole.

(a) Polynomin asteluku: 12

f(X) = — 1,67E-40 x*2 + 5,46E-36 x1* - 7,62E-32 x° + 5,97E-28 x° — 2,87E-24 x? + 8,75E-21 X - 1,67E-17 Xx© + 1,87E-14 x5 — 1,04E-11 x* + 3,80E-10 Xx® + 3,22E-06 x2 - 2,43E-03 x + 1,08E+00

w amplitudisarja
= Polynomial (amplitudisarja)

0 Hr 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

(b) Polynomin asteluku: 18

1) = - 3,7LE-58 X9 + L74E-53 X7 - 373649 X' + 4,89E-45 X' ~ 4 35E-41 X' + 2,78E-37 X1~ 1.32E-33 X + 4,74E-30 ¥ ~ 1,29E-26 X10+ 2,66E-23 X* - 4,14E-20 X + 4,77E-LT 17 ~ 3,98E-14 X* + 2,326-11 X° - B,94E-00 x4 + 2,11E-06 ¥* - 2,65E-04 X° + L 23E-02 X + 8.75E-01

 amplitudisarja
= Polynomial (amplitudisarja)

Kuva 14: Amplitudispektriin tehty polynomisovitus ddnitallenteen kohdassa 0,26 s.
Spektri esitetty tummansiniselld, polynomisovitus punaisella. Nuolilla on
merkitty sovituksen ne lokaalit maksimit, jotka osuvat kuvatulle vilille.

Z3Huippukohdat voi selvittds derivoimalla polynomisovitus, ratkaisemalla sen nollakohdat, ja valitse-
malla niistd ne, joissa polynomin toisen derivaatan arvo on negatiivinen. Korkea-asteisen polynomin
nollakohtien ratkaisemiseen voi kiyttda mm. Newtonin-Raphsonin iteratiivista menetelmaé.
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Téassé esimerkkitapauksessa riittda kuitenkin paljon yksinkertaisempi menetelma: jo-
kaisen FFT:n jalkeen kdydaan lapi taulu 5 ja tutkitaan, milla rivilla kaava L%H + L%Q
antaa suurimman arvon, kun L tarkoittaa taajuuden f amplitudia amplitudisarjassa.
Tamén menetelmén antamat tulokset on esitetty taulukossa 6. Taulukosta voidaan tehdé
seuraavat havainnot:

» E-tyyppisten vokaalien (/e/, /¢/) tunnistus oli vahvinta daninaytteen lopussa seké
"vaikka”-sanan i-kirjaimen kohdalla.

o U-tyyppisten vokaalien (/u/, /u/) tunnistus oli vahvinta "vaikka”-sanan v-kirjaimen
seké klusiivin kohdalla.

o "Pallo”-sanan o-kirjaimen &idnne ei tunnistunut erityisen vahvasti O-tyyppisena
aanteend (/o/, /o/, /¥/). Muutenkin tunnistus oli vahvasti keskittynyt A-tyyppisiin
aanteisiin (erityisesti /a/ ja /a/).

Tastd voidaan péaatella, ettd videon puhuja ei artikuloinut kovin selkedsti, vaikkakin

riittdvasti niin, ettd henkild, jonka &didinkieli on suomi, ymmaértad puhetta aivan hyvin.

Aikavali (s) ‘ H iy ‘ e € ‘ 6 oe ‘ a @® a D A ‘ 5 ¥ o ‘ w u
0,00-0,18 - 100 0| O 0|10 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0,18-0,22 v 45 41| 0 010 O 0 0 4 7 0|16 0 139 3
0,22-0,25 a 0 0] O 010 O 0 0 8 33 58| 1 0 0 0 O
0,25-0,30 i 0 0(11 6 |0 O 4 10 15 15 21| 2 16 O 1 0
0,30-0,36 - 4 0] 1 0|10 O 0 3 0 43 12| &8 17 0 |12 O
0,36-0,40 k 0 0] O 010 O 0 21 0 10 6 0 54 O 8 0
0,40-0,43 a 4 0] 3 010 O 0 0 32 1 52| 0 2 5 0 O
0,43-0,51 m 9 0] 2 0|10 O 1 0 78 10 O 0 0 0 0 O
0,51-0,66 a 0 0] O 010 O 0 0O 7 9 11| 0 1 0 0 2
0,66-0,74 P 5 0] O 010 O 5 2 29 26 17| 5 2 3 5 1
0,74-0,77 a 0 0] 0 0|10 O 0 0 8 16 68| 7 1 0 0 O
0,77-0,84 1 0 0] 0 010 O 0 0 19 4 67| 8 2 0 0 O
0,84-0,89 o) 0 0|0 12|10 O 0 0 9 9 59| 0 9 0 0 O
0,89-0,97 n 0 2| 4 6 |0 O 1 0O 10 7 49| 6 14 O 0 O
0,97-1,00 r 0 0] 0 010 O 0 0 25 15 51| 0 9 0 0 O
1,00-1,11 a 1 0| 3 1 /0 6 5 4 18 25 11| 1 23 0 1 0
1,11-1,14 k 2 0129 21|10 44| 3 0 0 0 3 0 0 0 0 O
1,14-1,20 e 13 0|18 1|0 310 5 15 0 0 2 0 0 0 O
1,20-1,27 n 19 0142 2|0 6 |15 10 O 5 0 0 0 0 0 O
1,27-1,30 e 18 015 0|0 O 0 0 8 29 1310 16 O 0 O

Taulukko 6: Puheesta tunnistetut vokaalit formanttien perusteella. Jokaiselle riville

madritettiin késityona tosiasiallisesti kuultava d4dnne. Numeroarvo kertoo,

kuinka usein ohjelman valinta osui sarakkeen edustaman vokaalin

kohdalle, prosentteina.
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9. Pohdinta

9.1. Logaritminen funktio ja potenssifunktio

Kun tarkastelu rajataan jollekin tietylle alueelle, logaritmifunktio ja potenssifunktio an-
tavat hyvin samankaltaisia tuloksia. Tamé on hyoédyllinen ominaisuus silloin, kun ha-
lutaan verrata toisiinsa logaritmisia seké ei-logaritmisia funktioita. Esimerkki téstd on
esitetty kuvaajassa 15, jossa on vertailtu funktioita f(x) = 2Inz ja f(z) = 720104,
Talla valitulla valilld funktiot ndyttavét ldhes identtisiltd. Kuvaajassa 16 on vertailtu
funktioita f(z) = zIlnx ja f(z) = 32112, jotka niinikéiéin niyttivit identtisiltd valitulla
tarkasteluvélilla. Mikali kuitenkin tarkasteluvéili kasvatettaisiin kymmenkertaiseksi, nah-
téisiin selvéisti, ettd funktioiden kuvaajat erkanevat toisistaan. Oletetaan nyt pohdinnan
kannalta, ettd funktio kuvaa jonkin algoritmin suoritusaikakéyttéytymista.

Mikali kahden funktion potenssit eroavat toisistaan, saadaan késitys siitd, kumpi algo-
ritmi toimii tehokkaammin suurilla syotteilld. Pienempi potenssi on tehokkaampi. Esi-
merkiksi mikilli f(x) = Az? ja g(z) = Bz, missi A ja B ovat mielivaltaisia positiivisia
reaalilukuja, on aina mahdollista 10ytaa sellainen arvo y, jossa patee f(z) < g(z) kai-
killa z > y. Potenssi, joka on ldhellad ykkosta, tarkoittaa, ettd suoritusaikavaativuus on
suurinpiirtein lineaarinen (esim. f(x) = 3z), ja potenssi, joka ldhelld kakkosta (esim.
f(x) = 322), tarkoittaa, ettd suoritusaikavaativuus on suurinpiirtein neliéllinen. Potens-
si nadiden valilta tarkoittaa, ettd algoritmin suoritusaikaan liittyy muitakin vaikuttavia
tekijoita, jotka voivat olla esim. logaritmisia.

Toisaalta mikali potenssit ovat samaa luokkaa, mutta funktioiden vakiokertoimet eroa-
vat toisistaan, voidaan péadtellé, ettéd toinen algoritmi on joka tilanteessa tietyn kertoimen
verran toista tehokkaampi. Esimerkiksi jos f(x) = 3z ja g(z) = 3021, niin % =10
kaikilla muuttujan x positiivisilla arvoilla.

20

@ 2Inx

@ 75 0-104

0 10000 20(‘J00 301 ‘ 00 401 ‘ 00 50000 60000 70000 80 ‘00 90!‘)00 100000

Kuva 15: Funktioiden f(z) = 2Inx ja f(x) = 72204 kuvaajat.
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Kuva 16: Funktioiden f(z) = xlnz ja f(z) = 325'? kuvaajat.
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DFT ja nelidllinen potenssi

Kuvaajasta 6 ndhtiin, ettd naiivin DFT-algoritmin suoritusajan eksponentti ei ollut tar-
kalleen teoriaan tdsméavé 2, vaan hieman suurempi, 2,04. Tama viittaa siihen, ettd algo-
ritmin suoritusajassa oli neli6llisen komponentin lisdksi pieni lineaarinen komponentti.
Tutkittaessa listausta 4 voidaan ndhda, ettd funktiossa DFT tapahtuu ulommassa silmu-
kassa sijoitus kohdetaulukkoon, ja néaitéd sijoituksia tapahtuu lineaarinen maara. Tama
ei ehké ole ainoa syy, miké saattaisi aiheuttaa pienen poikkeaman eksponenttiin — muita
syitd voi ehké 16ytda kddantédjén suorittamista SIMD-optimoinneista — mutta kaytannos-
s& voidaan silti sanoa, ettd naiivin DFT:n suoritusaikavaativuus on neliollinen. Tésta
seikasta voidaan my0s johtaa se johtopditos, ettd pienet erot potenssisovituksen ekspo-
nentissa ovat merkityksettomié tarkastelun kannalta.

9.2. Yhdistetyn algoritmin toiminta

Seuraavia havaintoja tehtiin luvussa 5.6 esitellystd FFT_any_fast-funktiosta kerédttiessa
aineistoa luvun 7 mittauksia varten:

e Vaihtoehtoja vertaileva rutiini ei koskaan padtynyt valitsemaan yhden rekursion
Cooleyn-Tukeyn algoritmia. Pelkéstadn tassa kédytettyjen laskentakaavojen perus-
teella kahden rekursion versio oli aina tehokkaampi, kun mittarina toimivat yksi-
nomaan laskutoimitusten lukuméarat ja lisimuistitilan tarve. Vaikka kuvaajasta 7
saattoikin péitelld, ettd itse asiassa péinvastainen olisi totta useammissa tapauk-
sissa, tdmé tapahtui tilanteessa, jossa alkulukupituisen sy6tteen muunnos tapahtui
naiivilla DFT:1I4. Yhdistetyn algoritmin tapauksessa néin ei ollut. Silti on mahdol-
lista, ettéd suoritusaikaan vaikutti jokin sellainen tekijé, jota ei voinut kvantifioida
pelkdstadn laskutoimitusten lukumaérid laskemalla. Erot pitdisi kaytdnnossé tes-
tata mittaamalla tapauskohtaisesti. Néin tekeekin FFTW silloin, kun sen annetaan
laatia suunnitelma moodissa FFTW_MEASURE. Téssé tutkielmassa raja vedettiin kui-
tenkin pelkkdan estimointiin.

¢ Cooleyn-Tukeyn algoritmin Radix-2-versiota kaytettiin aina, mikali syotteen pi-
tuus oli kahden potenssi. Sitd kédytettiin usein myos, vaikka pituus sisdltéisi vain
yvhden 2-tekijén.

e Bluesteinin algoritmin tapauksessa valinnat muuttujalle m olivat aina joko muotoa
2¢.3% tai 2¢. 5, jossa a = 5 ja 0 < b < 2. Missién tilanteessa tehokkain valinta ei
ollut sellainen, jossa m siséltaisi tekijanadn alkuluvun 7 tai sitd suuremman, tai ei
sisaltaisi tekijaa 2. Mikali ohjelma siséltéisi tehokkaan erikoistoteutuksen 7 alkion
pituiselle syotteelle, tilanne olisi saattanut olla erilainen.

o Alle 2 miljoonan alkion mittaisissa syotteissd Bluesteinin algoritmia kiytettiin n.
0,3 %:ssa tapauksista. Néistd noin puolet oli sellaisia tapauksia, joissa syotteen
pituus N ei kuitenkaan ollut alkuluku. T&lloin N kuitenkin joko sisélsi yhden ver-
rattain suuren tekijan suuruusluokkaa %\/N , tal muuten koostui pienestd maédrasta
tekijoita. Bluesteinia ei valittu koskaan silloin, jos N oli parillinen.
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e Raderin algoritmia kaytettiin huomattavasti useammin pienilla syoteko’oilla kuin
suuremmilla, mutta ei ollut havaittavissa mitddn sellaista rajaa, jota suuremmilla
syotteilld Raderin algoritmia ei kaytettaisi ollenkaan.

o Kasin kirjoitetut tehokkaat DFT-algoritmit 1-4 alkion pituisille syotteille olivat
myo6s algoritmin valinta naille ko’oille, ja niiden kirjoittaminen alunperinkin toi
FFT_any_fast-funktion suoritusaikaa merkittéavésti alaspdin. FFTW sisaltda pe-
rusteellisesti optimoidut erikoistapaukset ko’oille 2-16, 20, 25, 32, 64 ja 128 (tie-
dostoissa dft/simd/common/ni1fv_x*.c), mikd on todennékdisesti suurin syy sii-
hen, miksi se osoittautui mittauksissa yli kymmenen kertaa tehokkaammaksi kuin
tdmén tutkielman esimerkkikoodi.

o Kategorisesti padstiin kuitenkin samaan suorituskykyvaativuuteen kuin FFTW:
esimerkkikoodi selviytyy muunnoksesta O(N log N) -ajassa kaikilla mahdollisilla
syotteen ko’oilla.

9.3. Laskentatarkkuus

Taulukosta 3 néahtiin, ettd syttteen pituuden ldhestyessa satoja miljoonia alkoivat kes-
kivirheet myds kasvaa ja lihestyd virheeksi midriteltyd kynnysarvoa 1073, On selkeid,
ettd erot algoritmien vélilld ovat suoraan verrannollisia laskuprosessin pituuteen joh-
tuen liukulukulaskennan kasautuvista epétarkkuuksista®?. Siksi tuloksia ei pida tulkita
niin, ettéd algoritmi toimisi vadrin kymmenien tai satojen miljoonien pituisilla syotteilla,
mikali tulokset kuitenkin ovat selkedsti tarkkoja lyhyemmilld syotteilld. Taulukkoa laa-
dittaessa pohdittiin, olisiko virhearvot syyté jakaa syotteen pituudella epatarkkuuksien
kasautumisilmion kompensoimiseksi. Se todellakin yhdenmukaistaisi arvot — taulukon
arvot vaihtelisivat 101! ja 10715 vililli — mutta toisaalta se ehkd myos kitkisi todelliset
laskuvirheet, mikéli sellaisia tapahtuisi.

9.4. Lisakehitysideoita FFT:n nopeuttamiseksi

Kuten edella tehdyistd tutkimuksista kéavi ilmi, pelkédstdan se, ettéd sanotaan, ettd FFT
on miké tahansa diskreetin Fourier-muunnoksen toteuttava algoritmi, jonka suoritusai-
kavaativuus on O(N log N), ei itse asiassa kerro paljoakaan siitd, kuinka tehokas jokin
nimenomainen toteutus on. On taysin mahdollista, ettd yksi algoritmi on tuhat kertaa hi-
taampi kuin toinen, ja kummankin suoritusaikavaativuus on silti tuo sama O(N log N).
Seuraavassa on listattuna muutamia ajatuksia, joilla FFT-laskentaa voi nopeuttaa enem-
man kuin téssd tutkielmassa saavutettiin, sekd minkélaisia suorituskykyyn vaikuttavia
seikkoja tutkielmassa esitettyja ohjelmakoodeja hyodyntéavin ohjelmiston suunnittelijan
tulisi huomioida.

24 Tarkemmin sanottuna erot algoritmien vililli ovat verrannollisia suoritettujen laskutoimitusten luku-
maéérddn. Koska naiivi DF'T suorittaa eniten laskutoimituksia, siksi talld algoritmilla erot referenssi-
tuloksiin verrattuna kasvoivat nopeiten.
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e FFT perustuu siihen, ettd suuri ongelma halkaistaan pieniin palasiin niin, etta
pohjimmiltaan laskenta suoritetaan suurella joukolla todella pieniéd palasia. Tut-
kielman DFT-funktiossa on esitetty menetelmé, jolla 1-4 -kokoiset pienet palaset
saadaan muunnettua varsin tehokkaasti, mutta vastaavat késin tai automatiikalla
laaditut todella tiiviisti optimoidut rutiinit olisi hyva toteuttaa sitdkin suuremmil-
le ko’oille. Malli nédiden toteuttamiseksi on esitetty liitteessd III. Tama aiheuttaisi
kertautuvia nopeushyotyja kaikilla syoteko’oilla.

o Tutkielmassa esitetty toteutus, joka kayttda ExpVector-luokkaa, ei aivan saavuta
sitd tehokasta toimintaa, joka luokkaa suunniteltaessa oli mielesséd. Tutkitaan esi-
merkiksi listauksessa 33 esitettyd koodia, joka on otos FFT_any_fast-funktiosta.
Rivi 8 on peréisin todellisesta funktiosta, ja riveilld 10 ja 12 on esitetty selkeyden
vuoksi, mitd rivin 8 koodi todella tarkoittaa. Kaantaja pystyisi kylla tehokkaas-
ti optimoimaan kertolaskun kiyttien SIMD-tekniikkaa?®, mutta kokonaislukujen
modulo-operaatiolle téllaista mahdollisuutta ei ole; tdman takia koko silmukka jaa
télta osin optimoimatta. Mikali koodirivi olisi rivin 14 mukainen, talloin kdantaja
saisi optimoitua sen hyvin tehokkaasti. Ongelma on siind, ettd muuttuja z saa ar-
voja valilta 0 ja N2 —1. Jotta rivin 14 koodia voisi hyddyntid, exp-taulukon pitéisi
olla kooltaan N? alkion mittainen. Jo muutaman tuhannen alkion pituisilla muun-
noksilla téllaisen taulukon laskeminen ja tallentaminen muistiin olisi kohtuuton
vaatimus. Voisi olla ehké tehokkaampaa luopua ExpVector-tekniikasta kokonaan
ja kédyttdd ennemmin jotain tehokasta menetelmad laskea exp-arvot suoraan sil-
mukassa — kdytannossa siis sin ja cos parametrilla (‘TQW) z —ilman erillistd muistia,
hyodyntéden tehokkaasti SIMD-toimintoja. Téallainen tehokas menetelmé saattaisi
esimerkiksi hyodyntda Agner Fogin Vector Class Library -kirjastoa [26].

o Tietokoneille on tehokkaampaa késitelld perdkkaisid muistiosoitteita kuin yksittai-
sid toisistaan etdilld olevia muistiosoitteita?s. Mikili muistiosoitteet ovat etéilla
toisistaan, esimerkiksi jos silmukassa kasitellddn joka kahdeksatta alkiota, tdmé
aiheuttaa sen, ettd kun ydin joka tapauksessa kasittelee keskusmuistia vaylanle-
veyden suuruisissa yksikoissd, osa muistiliikenteestd jad hyodyntamétta. Lisaksi
koska suoritusytimen valimuistiin ladataan kerrallaan tietyn suuruisia muistiloh-
koja, valimuisti tulee sitd huonommin hyodynnetyksi, mita etddmpéna késiteltavat
muistiosoitteet ovat toisistaan [17]. Tamé seikka saattoi olla yksi vaikuttava teki-
ja, joka selittéisi, miksi yhden rekursion Cooleyn-Tukeyn algoritmi oli kdytanndssa
usein nopeampi kuin kahden rekursion versio (kuvaaja 7), vaikka pelkastdén kerto-
laskujen maaralla mitattuna asian pitéisi olla péainvastoin. Siksi saattaisi sittenkin
olla eduksi kayttaa laskennassa véliaikaistaulukoita joissakin tilanteissa. On kuiten-
kin vaikea ennustaa, missé tilanteissa tasté olisi hyotya tai haittaa suorituskyvyn
kannalta.

Z58IMD = single instruction, multiple data: Tekniikka, jolla suoritusydin késittelee useita arvoja yhdelld
kéaskylld, esimerkiksi kun yhdelld AvX-512-arkkitehtuurin VMULPS-késkyll4 lasketaan samanaikaisesti
16 liukulukukertolaskua. Tehokkaasti hyddynnettynd SIMD-tekniikalla voidaan saavuttaa moninker-
tainen nopeutus perinteiseen skalaaritekniikkaan nédhden.

26Fro ei ole yht4 dramaattinen kuin kiekkolevyissé, joissa siirtyminen eri kohtaan levyé vaatii mekaanisen
siirtymén odotusaikoineen, mutta ero on silti olemassa ja todellinen.
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Listaus 33: Esimerkki ExpVector-luokan kaytosté silmukassa.

for(std::size_t p = 0, nl = 0; nl < r2; ++nl)
for(std::size_t q = 0, n0 = 0; n0 < rl; ++n0, ++p) /* p kiy 0...(N —1) #/
{ /* Huom. N = rirg */
complex value = 0;
for(std::size_t z = 0, k = 0; k < r2; ++k, z += p, ++q) /* q kiy 0... (N —1) =/

{
/* Lasketaan By - 672””/1\7, missd q =mnor2 +k, p=mno+mnir1 ja z=kno */
value += buf[q] * exps(z, N);
/* 1 Todellinen koodirivi, | kyseinen rivi kdytdnnéssd toimit ndin: */
value += buf[q] * exps->datal[(z % N) * (exps->data.size() / N)I1;
/* eli: */
value += buf[q] * exp_data_storagel(z % N) * (exp_data_size / N)];
/* Tamd sen sijaan olisti tehokas: */
value += buf[q] * exp_data_storagel[z];
} ro—1 keng
output [p] = value; /* Laskettiin si1s T(ng4n,r) = Z (B(nor2+k) . 2R ) */

k=0

e Tutkielman FFT-funktioissa kidytetddn paljon memoize-tekniikkaa: hajautustau-
lua, johon tallennetaan funktion laskemat tiedot, jotta niitd voidaan hyodyntéa
my6hemmin, kun funktiota kutsutaan samoilla arvoilla. TAma muistiin tallennettu
tietomassa vie tietenkin muistista tilaa. Kun tutkielmaa varten suoritettiin nopeus-
ja tarkkuustesteja tuhansilla erilaisilla sy6teko’oilla, ohjelma kulutti kymmenié gi-
gatavuja virtuaalimuistia. Tdmé& aiheutti usein kohtuutonta jarjestelmén hidaste-
lua, jopa jumiutumisia niin, etta tietokone piti kdynnistda uudelleen. Muistia ei tu-
lisi késitelld rajattomana resurssina. Erityisesti silloin, jos ohjelma toimii pitkéén,
tatd muistia olisi hyvé joskus vapauttaakin.

e On olemassa muitakin FFT-algoritmeja kuin ne, jotka tutkielmassa on esitetty,
esim. Rader-Brenner [4], Winograd [5, 7], ym. On mahdollista, etté joissakin tilan-
teissa jokin néistd algoritmeista toimisi tehokkaammin kuin tutkielmassa toteute-
tut algoritmit.

e Voi olla tehokkaampaa laskea FFT kayttden rinnakkaislaskentaa. Mikéli aineisto
on tarpeeksi suuri, soveltuisi tdhén tarkoitukseen jokin laskentakiihdytin, esimer-
kiksi naytonohjain (GPU). Pienilld aineistoilla tiedonsiirtoon néyténohjaimen ja
keskusmuistin véalilla kuluva aika todennékoisesti peittoaisi GPU-laskennasta saa-
tavat hyodyt, mutta suurilla aineistoilla saattaisi olla mahdollista saavuttaa hyo-
tyja.

e On todistettu, ettd diskreetti Fourier-muunnos on mahdollista laskea neuro-
verkolla [14]. Neuroverkkoja on aikaisemmin kdytetty onnistuneesti uusien tehok-
kaiden menetelmien loytamiseen matriisilaskentaan seka tietojoukkojen lajitteluun
[25, 27]. Tallaista lahestymistapaa on todennédkoéisesti mahdollista hydodyntaa myos
nopeampien FFT-algoritmien 16ytamiseksi.
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Liitteet

Tutkielman sivulla 32 esitetty toteutus tiedostolle factor.cc oli tarkoituksella laadittu
paperitilan kannalta lyhyeksi, muttei kovin tehokkaaksi. Téssé liitteessé listauksessa 34
on esitetty ajoitusmittauksissa kéytetty todellinen koodi, jonka tarkoitus on minimoida
tekijoihin jakamiseen kuluvan ajan vaikutus suorituskykymittauksissa. Otsikkotiedosto
factor.hh on edelleen sama kuin listauksessa 14.

Listaus 34: factor.cc

#include <set>

#include <cmath>
#include <mutex>
#include <vector>
#include <type_traits>
#include <unordered_map>

#include "factor.hh"

/% This structure caches prime-related information. */
static class lore

{
std::unordered_map<std::size_t, std::size_t> smallest_factors{ {0,0}, {1,1}, {2,2} };
std: :unordered_map<std::size_t, std::size_t> half_factors{};
std::vector<signed char> is_prime{1,1,1}; // O=not known, -I1=no, 1=yes
std::size_t lastprime{2}; // exztent of contiguous knowledge
std::set<std::size_t> primes{2}; // list of known primes
std: :mutex lock{};

public:

auto get_lock() { return std::unique_lock<std::mutex>(lock); }

template<typename T>
std::size_t find(std::size_t N, T&&)
requires std::is_same_v<std::remove_reference_t<T>,std::unique_lock<std::mutex>>

{
if (auto i = smallest_factors.find(N); i !'= smallest_factors.end()) return i->second;
std::size_t solution = N;
for(auto p: primes)
{
if(N % p == 0) { solution = p; break; }
if (pxp >= N) { break; }
for(std::size_t p = lastprimel|l; p*p <= N; p+=2) if(N /i p == 0) { solution = p; break; }
if (is_prime.size() <= N) is_prime.resize(N+1);
for(is_prime[N] = (solution==N) 7 1 : -1;
lastprime+l < is_prime.size() && is_prime[lastprime+1] != 0; ) ++lastprime;
if (solution == N) primes.insert(solution);
return smallest_factors.emplace(N, solution).first->second;
¥

std::size_t find_half(std::size_t N, std::unique_lock<std::mutex>&&)

if (auto i = half_factors.find(N); i '= half_factors.end()) return i->second;
std::size_t result = N, a = std::sqrt(N);

for(a I=1; a > 1; a -= (a>372:1)) { if(N % a == 0) { result = a; break; } }
half_factors.emplace(N, result);
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48 return result;

49 X

50

51 lore()

52 {

53 auto 1 = get_lock();

54 for(std::size_t a=0; a<1048576; ++a)
55 {

56 find(a, 1);

57 if (a<31) find(1<<a, 1);

58 }

59 }

60 |} prime_lore;

61

62 |std::size_t smallest_factor(std::size_t N)
63 | {

64 return prime_lore.find(N, prime_lore.get_lock());
65 |}

66

67 |std::size_t get_factors(std::size_t N, std::size_t* target, std::size_t limit)
68 |{

69 auto lock = prime_lore.get_lock();

70 for(std::size_t orig=N,count=0,prev=0,f; ; N/=f)

71 if (f=prime_lore.find(N, lock); count >= limit || f <= 1 || £ == orig) { return count; }
72 else if(f != prev) { target[count++] = prev = f; }

73 |}

74

75 | bool small_factors_only(std::size_t N, std::size_t upto)

76 | {

77 auto lock = prime_lore.get_lock();

78 for(std::size_t f; ; N/=f)

79 { f = prime_lore.find(N, lock); if(f < 2 || f > upto) return f == 1; }
80 |}

81

82 | bool small_factors_mostly(std::size_t N, std::size_t upto)

83 | {

84 auto lock = prime_lore.get_lock();

85 for(std::size_t n=0, f; ; N/=f)

86 { f = prime_lore.find(N, lock); if(f < 2 || f > upto) return f == 1 || n >= 2; }
87 |}

88

89 | std::size_t half_factors(std::size_t N)

9 |{

91 return prime_lore.find_half(N, prime_lore.get_lock());

92 |}
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Il. Kuvaajien piirtaminen

Aluksi luvussa 7 esitettyjen kuvaajien piirtdmiseen kéytettiin Libreoffice Calc -ohjelmistoa.
Mutta kun aineistojen koko kasvoi suureksi niin, ettd taulukossa oli kymmenid tu-
hansia rivejd ja kymmenen saraketta, osoittautui, ettei Calc selviytynyt endd hom-
masta. Calcin kayttoliittyma hidastui kayttokelvottomaksi. Téman takia oli laaditta-
va oma tyokalu kuvaajien piirtdmiseen. Tyodkalun l&dhdekoodi on ladattavissa osoittees-
sa https://github.com/bisqwit/fft/blob/master/fft/render.cc. Tyokalu tarvit-
see avukseen libcairo-kirjaston. Tutkielman kirjoittajan tybasemassa tdmé asennettiin
komennolla apt-get install libcairo2-dev, joka asensi version 1.18.0.

Tyokalu lukee tyohakemistosta tiedoston tmp.csv, jonka se olettaa sisdltavin CSV-
tiedoston, jossa erotinmerkkind toimii pilkku ja desimaalierottimena piste; ensimmaéinen
rivi on otsikkorivi, ensimmaéisessa sarakkeessa on jaksopituus, ja seuraavissa sarakkeissa
kunkin menetelman kyseisella jaksopituudella kuluttama aika millisekunteina.

Koko projektin ldhdekoodi 16ytyy osoitteesta https://github.com/bisqwit/fft/
tree/thesis.
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I1l. Nopeat FFT-erikoistoteutukset

Nama4 silmukattomat erikoistoteutukset nopealle Fourier-muunnokselle on poimittu FFTW-
kirjaston (versio 3.3.10) tiedostoista dft/simd/common/nifv_x*.c (menetelmét, joissa
asetus PREFERS_FMA on epéatosi) ja kddnnetty C-kielestd I4TEXiksi. Listattuna on toteu-
tukset syoteko’oille 0-16, 20, 25, 32 ja 64. FFTW sisaltaa myos erikoistoteutuksen ko’olle
128, mutta se jatettiin pois tasté liitteesta, koska sen listausta ei onnistuttu mahdutta-
maan yhdelle A4-arkille. Tutkielmassa tiedostossa dft.cc toteutettiin erikoistapaukset
N = 0...4 suunnilleen samalla tavalla kuin téssa liitteessé, joskin alla esitetty mene-
telméd tapaukselle N = 3 on aavistuksen tehokkaampi. Muuttujat muotoa x, viittaa-
vat syOtteen alkioihin, muuttujat X,, tuloksen alkioihin, ¢, vélituloksiin, k, reaalisiin
numerovakioihin ja ¢ imaginadariyksikk6on. Huom. ndmaé listaukset ovat automatiikalla
laadittuja tulkkauksia koodista, eiké listausten toimivuutta ole testattu ja varmistettu
pistokoeluonteista yksittaisten lausekkeiden tarkastamista lukuunottamatta.
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t, =t3— kgt; + k7(tf — tg) t){éQ ; ;(tj_ tdtQ) %)(6 - ig B ité
to =1y +1g ‘ tp = itz + o) ty = iztz + tg) )?5 =t —tf
ty = ilta + krlts —te) — kito) Rl [
X8_§m —ttp X4_tn+§q th =tg + 17 §4—tq—th
1 =1lp+in 5 = ln — g Xo =ty +tn ’
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FFT, N =5

ko =1/ ki1 = sin(7/5) k:2 =sin(275) | ks = V5/a to =x1+ x4

t1 =x2+ 23 to k (to—t1) =x2 — T3 ta =to+ti | ts =x1— 24

Xo =20+ 1la te = i(kits + k2t5) ty = i(kots — kits)

ts =x0—kota | tg =t2+1tg | ta =1ts—t2 X1 =to—te | X3 =ta—tr

X4 =tg+tg X2 =tr+ta

FFT,

= sin (5n/32) kq ko sin (=/32) cos (=/32) kg sin (3x/32) ks cos (3x/32)
= sin (7n/32) k7 kg sin (3x/16) cos (3r/16) ka cos (=/16) ky sin (x/16)
= sin (=/8) kq ke 22 xg — w32 t1 zg + 32 to T16 — T48
= ®16 + w48 tq t5 g + x40 T56 — T24 t7 15? + x24 tg t] —t3
=t7 —tg5 ta ty to + tg 0—ta tgq tG—t4) te tg —to
=tg +tg tg tp, = t5 + ty tg +tp ty = th T4 — T34
= x4 + 236 tm tn z12 + 44 T20 — T52 tp = T20 + T52 tq =760 — T28
= zgo + z28 ts I ketm + kqtq ts + tg ty ts taw tl + tp
=ty + tp ty ty =ty — tw ta =ketq— kqtm tp =lcdto+kct tc =tp—tp
=tg+ty tp tp  =tr —tn tg =keltg +tp) 3% :k(tF—tkﬁ t; = =xgg — T30
= zg2 + 230 K tp, =w14 + 246 tpy = a6 — w38 tN =54 — 22 to =ke(tpr +tn)
= zg + 38 tQ tR = x54 + 22 tg =tr +to tp :thtK ty :katT+khtS
= katg — kptp tyy =ty +tp tx =tp+tp ty +tx ty; =ty —tx t1g =t; —to
=t +tQ ti2 = kgtip — kgt1y kgt11 + kgtig
=tr —tp t16 = kqtia — ketis kqt1s + ketig
=z18 +x T2 + 734 tic = *58 — 26
= ke(tic — t14) ke(t1q + tic)
=t1e — t18 =t1a +t1g t1y = kpt1; + katyj
=ty +t1g tip +tin tip =tim — tin tig = tia —tig
= kgt1y + kgtiq tit = kgtir — kgtig t1y = t1p — t19
= ketiy + kdtlu tiz tly = T3 — 31
=15 — T4 ti1B tic = tip =x7 —tiC
= ke (tlD + t1E) tig k (t1E —t1D)
i P 1K tiM = t1L — @51
= kd*u Pk ctim tip kd’lM +ketyyg
=tjRr — z27 tip =tip + x27 tiu =11 + 243 tiw = ket1y + kgtig
=tip —tiy tiy =ketis — kqtiu tiy +t1p t20 tio + tiw
=tz +1l20 ta3 tiz + i p toq t23 + t24 t26 23 — t24
=ttty tog = ta7 + l2g t2a tae =tig —tia
=tac +tap tof =tiy —t1p tag ta; =tafy —tag
=ke(t1p +t1x) tom = tgj — top tap =ty —tig
=ke(t1x —t1p) top tor t1A+tiH t2s =t1w —t10
= toy + t2g toq = tas — fzr t2y tog z17 + t2y toy = ®1 — 233
=1 + 233 tag = @57 — tap top = ke(taa — tac)
=tap + 41 top = ke (tQC b t24) tog = 29 = ®61 — tog
= =gl + tz}ﬁ tgg = 13 — 245 tar, tog —tar
= kctagg + kgtor tap tgr = ¥21 — 53 21 + 253
= kqtoRr + ketap tay tanr = tar
=t2p — taw =tow —tax taz t31 t2p + t2g = t30 + t31
=t30 — t31 taQ t tas t35 t37 35 — 34 toy +t2p
=tay +t20 t3g — t39 t3p = t38 +t39 t3d = tar ttam t3c + t3q
=1t3¢c — t3q tay — tog tzp, = ke(tay + tan) t3; = t3g +tap t3g — t3n
=tag —t2p ke (t2N —tay) t3n = t3] —t3k tow + tap
=120 — t2v tso 3p t3r = t3p — 130 t3¢ = t1o +ty t3s + t3¢
= t3s — t3¢ tzg + t36 t3g = t2s + t2g tzy = i(t3g — t3q) = t3y — t3y
=t3y + 132 i3y + t3y X48 = t30 — 132 y t3p =ty —tio t32 — t36
= = ke (fSC g4 t3D) = ke (i3D —t3cC) =
= tsc(‘ 3H Xg =tzg +tzg t5A =3 t3g = l(’?F - tsB)
= = tip +tz) t3L =tj tt3K =t; —t3K t3N = tz —tip)
=t3N —tz keta7 + kqt33 kqtag — kctag
=1t3Rr — t3Q = kqt37 — kct33 kqt2a + kct2e
=t3y —t3y ta3r + t3g t3z i(tzo + taw) tgy —t3z X4 =ty +tzz i(tgp + taT)
=t3n ti3x tao + t41 Xs52 = t41 — t40 t3p — t3s5 t43 ?fsw = t30) t42 — t43
=t42 + t43 i(tgp — tap) t45 tap — t3x tag + t45 X4 = t4s5 — tg4 tg —tg
=ti17 —tig ta6 + tar tag = tag — tay = kgt3n — kgt3;
= kgtaq + kgtam tac = taa + tgp tap — tda the = ksfSn + kot3j
= kgtam — kgtag tag = tge +tyf taf — tge tg, = tg; = ti16 — tiw
= ta; + t4; tap = taj —tag tam = tag + tag i(typ + tac) X58 = X6 tam + tan
= i(tgy + tqp) tap = tg9 + taq X10 = tao + tap =t4p — t4o tag = tar = i(tac — tap)
=tqq — t4r X26 = taq + tar tas = i(tgp — tgqq) tag — tgq Xog =t Xa2 = tar — tas
=1tp —ty tay =ty —tig taw = tau + taoy tau — t4o tay = k7tay — ket3g
= kgt21 + k7tog tgA = tay +t4z f4z - f4y tac = k7t3a + ketoy
= k7t21 — ketaqg tap =t4c t 4D ? tag = t tag = -ty
= ?c + 4y tgg =1t4H — tag ta = t4w +tp tar + f4A) Xs57 = X7 = ?K +iar
=i(tay +t4F) 4N =tz + 4B Xg9 = +tan taN — tam t4o0 = tap = i(tga —tay)
=140 — tap X25 = t40 + tap t4Q = ?t4F —tag) tax — taB X23 = t4Q + tar X41 = t4Rr — t4Q
=tcttp tyr = tis +t12 tqy = tas +tar tyv = tag —tar taw = kstzq — katze
= kgtat + kqtop tay = taw +tax tyz =tax —taw t50 = kgt3q + k5t3e
= kstap — katat t50 + t51 t53 = t51 — t50 ¢ ty 4ty t1e +t13
= t54 + t55 ts7 = t55 — t54 = tay + t52 tsg = i(tse + tay) = t58 — t59 = t58 + t59
= i(ts7 + t53) t5h tay + taz t5q + t5p X51 = t5p — t5a 4U 52 i(tay — t56)
= tso - tgg Xo9 = tse + tsq i(ts3 — t57) tsf =tay —tazg et tsf ts5f — tse
=tg +tg tsp = tiw t t16 ts5g + t5h tsj =1t5g —tsn kaf3m — kpts;
= katap + kptog tsg + s tsn = ts5] — t5k kptam + kats;
= katg) — kptap ts50 + tsp tsy = t5p — t50 5 s tg +ty tsy = tig +t17
=t5s + t5¢ tsy = t5t — l5s 5i T tsq tse = i(tsy + tsm) Xe2 = tsw — tsx X2 tsw + tsa
= i(t5y + t5r) t5z = t5j +tsn t5y + 52 X50 = t52 — t5y = t5; — t5q tsB i(tsm — tsu)
= t5A —t5B X30 =ts54 +ts5B tso = i(tsr — t50) =t5j — t5n =t5c +t5D X46 = ts5D — tsC
=tp + tu tsp =ttty tsg + t5F tsEp — t5F k3toz — katgy
= k2f22 + k3toe tsr +t5g t57 —t51 k313b + kataz
= k3t22 — k2t2e tsm +isN =1t5N —t5M te + tsRr ik +ty
=t5Q +t5R tsT = t5R — t5Q tsy = tsq +ts50 i(tss +t5Kx) | X63 = tsu — tsv X1 =tsy +itsv
=iltsp + t5p) tsx =tsg +is5L X15 =tsw +t5x X49 =t5x — tsW tsy = tsGg — t50 tsz = i(tsg —t55)
=tsy —t5z X31 =t5y +t57 teo = 1?’5519 —t57) te1 = tsH —ts5[ X17 = teo + te1 Xa7 = te1 — teo
=tc—tp te3 = t13 — t1t tea = tg2 + t63 tes = t62 — t63 tee = kitzr — kotgf
= k1toy + kot teg = tee t 67 teg = te7 — tge t6a = kot3r + kitgy
= k1t2; — kotay tee = tea T+ tep ted = teb — t6a tee =tv —tg ter = t12 —t1s
=tee + tof teh = tef — tée tei = tea + tec tg; = i(teg + teg) X59 = te; — tej X5 tgi + tej
= i(tgp + ted) tgr = tes t te9 X11 = ter + tel X53 = tel — ek tem = ted — t6c ten = i(tes — teg)
= tem — ten X27 =tem * ten teo = i(tgd — ten) tep = te5 — t69 X21 = t6o *+ t6p X43 = tep — t6o

72




FFT, N =7

ko =cos (/) | ki =cos(37/7) | ke =cos(27/f7) | k3 =sin(57/7) | ky = sin (37/)
ks =sin (77/7) to =x3+ x4 t1 =x4—x3 to =x1 + x¢ ts =xg — 1
ty =x2+ x5 ts = x5 — X2 Xo =x0+1ta+1ty+ 1o

te = i(kqt1 — kats + ksts) ty = xo — kota — k1tg + koty ‘ Xy =t7—tg
X3 =t7+tg tg = i(k}4t3 — ksts — kgtl) ‘ tg = xo — kita — kots + kaoto

X5 =tg — g Xo =tg+1g ‘ ta, = i(k5t1 + kats + k?glf:;)
ty = xg— kitg — koto + kaoto X =1ty — t, ‘ X1 =ty +t,

FFT, N — 12
ko = 1/2 ki = \/5/2 to =x4 + 8 t1 =xg— x4
to = T10+ 22 ts =To — 10 ty =x9+ 1o ts = xg+ 12
te =11 +13 tr =ki(ti —t3) | ts =26 — kota to = xo — koto
te = T9 ty, =x7+ 11 te =T11 —T7 tq =21+ x5
te =x5— 1 tf =13+t tg =1, + g th =tc+te
ti =S ta — k’otd tj = T3 — k‘()tb tk ]{?1 (tc te) tl = t4 — t5
tm = Z(tf — tg) Xg =t —tm X3 =t +tn, t, =ts+ts
to =ty+t, X =t, —t, Xo=tn +1t, tp, =1tg—1g
ty =tp —tg t, =t,+tg ts =t; —1; ty = i<t7 + ts)
ta =i(t77t8) X5 =1g—1 Xu=t, —t, Xy =1 +14
X1 =ty +tr ty =iki(th —te) | tw =ik1(te +1tn) | tu =to +1s
ty, =t;+1; t, =tz — 1y tg =ty +1y Xio=1, — ty
Xy =ta+ty Xy =1t, +1, g =ta —ty

FFT, N =15

ko = sin (7/3)sin (7/5) ki =1p ky = V3f2
k3 = sin (7/3) sin (37/5) ky =1/ ks = +3/s
ke = sin (7"/5) k7 =sin (27r/5) ks = V5/a kg = 15/8
to =x5+ x10 t1 =x9+ 1o to =T10— 5 ts = x9 — kito
ty =x8+ 213 ts =x3—kits | t¢ = T13— s t7 =m9
ts = T4+ x4 tg =ty — kitg te = T4 — T14 ty, =xo+ 7
te =x19 — kitp tqg =7 — X2 te =x11+ 21 tf =z — kite
tg =T — T11 th :tg—ta ti :ff—tg tj —t5—tc
tpy =tg—tg t;, =x3+ 1, tm, = T12 +tp t, =t +1tm
to = xg + te t, =t7r+1ig ty =1to+1 t, =ts+t.
ts =ty +ig ty =t +ts ty =tg+tg ty, =ty+t,
tw = kg(tu — tv) tey =1ty + 1ty ty =1t3+1 t, = ikg(tg + tx)
X5 :ty—tz Xi0= ty+tz ta :kg(tn—tq) tp :tn+tq
tc =11 —katp ip =t —1p te =t —tm
trp =i(krtp — ketp) te =i(ketp + krtp)
Xo=t1+1tp tg =ta +1ic Xe =ty —ta X9 =tg +ty
tr =toc—1ta X3 =t —tp Xio=tp + 11 ty = kstp, — kot
tx = kqt; — ]{/’th tr, = ket; + k7tj ty = kotp + kst | tn = koto — kst
to =ty —tN tp =ty +1In to = t3 — katy tr Zkg(tr—ts)
ts =tg —tr tr =tg+1ig ty =ts—1ty ty =i(tg —to)
Xg =ty —ty X7 =ty +ty tw =tr —tp tx :i(tL+tp)
Xii=tw —tx X4 =tw +1tx ty =ts+ty tz =’i(t}(+to)
Xiz=ty —tz Xy =ty +ty tiop =tr +tp t11 =i(tp—tL)
X14=t10 — t11 Xy =t +tn1
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FFT, N =10

ko =1/ ki =5/ ko =sin (7/5) k3 =sin(275) | tg =x9— x5

t1 =x9+ x5 to =Xo—x7 | 3 =29+ 27 ty =xg— X1 ts =g+ 21

tg = Tg — T3 ty =xg+x3 | tg =29 tg = x4 —tg te = T4 +1tg

ty, =1ty —1g te =tg—14 tqg =ty —ty te =ty — 15 ty =t3+ty

tg =1t,+ t5 th :tf-‘rtg t; =19+ tg tj =19 + 14 tr :ti-‘rtj

X5 =tg + tg XO =11 + tp t = i(kgtc + kgtb)

tm = i(k’gtc — ]{/’th) t, =k (ti — tj> to =to— kotx tp =t, +1t,

ty =t, — 1ty | X1 =t, -4 X7 =1tm + 14 Xg =1+t X3 =1t,—1n

t, = i(k?gte — kgtd) ts = i(kgte + kgtd) ty =11 — koth

ty =k1(tf—tg) ty, =ty — 1ty tw =ty +1 ‘ Xy =t + 1, Xg =ty — ts

X8:tv_tr X4:ts+tw

FFT, N =16
ko = COS (7"/8) ki1 =sin (7"/8) ky = \/5/2 to = x4+ 212 t1 =x9+ 28
la =x4—T12 t3 =11+t ty =wo— s ts =t —1o te = x14 — g
tr = X4+ g ts = T2 — X0 tg =xo+ x10 tg = kg(t(; — tg) ty =tg+1tr
t. = k2(t8 + t(;) tqg =ty —tg te =T15 —T7 ty =ux15 + 7 ty =x3— 111
th =x3+ x11 t; =kite —koty | t; =t5+1y ty =kitg+kote | 61 =t —1tn
tm = T9 th, =21 —tm to =1 +1tm tp =I5 — T13 tq =5 + 13
t, =kotp +kitn | ts =1, + 1,4 e =kotn —kitp | tu =1 — 14 ty, =t3+1t
ty =1ts+1; Xg =t, —ty Xo =ty + tw t, =ts—1tp ty, = i(tj —ts)
X12= tx—ty X4 :tx-i-ty t, :kz(tu-f—tl) ta =15+ 1, tp =1t5 — 1,
to :kg(tl—tu) tp :i(td—l-tc) tg =i(tc —tq) Xuu=ta—tp Xe =tp+tg
Xo =ta+1tp Xio=tp —tg tp =1; — t, tg =1, — 12 ta ZZ(tpftG)
tr =i(tg+tp) ty =tg+t. tx =1t + 1tk t, =ty —tg tpy =ty +1tg
X7 =ty +1p Xis=ty —t1 Xg =t —ty X1 =tr+ty ty =tg —t.
to =t.+t; tp =ty +1o tg =ty —to tp =ty + 1ty ts =t — 14
tr Zi(tR-i-ts) tu Zi(ts—tR) Xig=tp —tr Xs =1lg +tu X3 =tp+tr
Xq1= tg —tu
FFT, N =20

ko = sin (”/5) ki1 =sin (27"/5) ko = 1/4 ks = \/5/4 to =xo+ x10
1 =5+ Z15 la =mo— 10 ls3 =to+1 ly =x5 — 15 s =to—1
te =T4—T14 t7 =x4+T14 tg = x13 — 3 tg =x13+ 23 te =x17 — X7
ty =x17+ 27 te =x16 — Xp tqg = T16 + Te te =x3— T3 ty =xg+ 18
ty =g th, = T19 t; =tg—tp t; =ty+tp ty, =1 — 11
t; =x1+x11 tm = T12 — X2 tn, = T12 + T2 to =t —1; tp, =tg—tc
tq =le = lm tr :a_t8 ts :f_t9 tt :tn_tb tu :ts+tt
t, =ty+ig tw =tn +1p t, =ty +ty ty, =tr+t; t, =tg+1;
ta =ty +1t, tp =t7 —t; to =tqg—1; tp =tp +tlc tg =t + t.
tp =1t +1tm tg =tg +1tr th Ikg(tEftF) tr =t; +1tx t;y =tsg+1t,
tx =tr+ty tr, =I{?3(tj—t[) ty =ts +tg tn =i(t4+tK) X5 =ty —tn
Xis=ty +tn to Ikg(tAftx) tp =ta+ 1, to =t3 — kotp tp =t, —t,
tg =1, —ty tr = i(kots + kltR) ty = i(klts — kotR)
Xo=t3+tp ty =tQ—tO Xsg =ty —ty Xio=ty +ty tw—to-f—tQ
Xy =ty +tw Xig=tw — tr tx =k3(tD7tu) ty =tp + 1ty ty =ts5— koty
tip =ts — tin =t —tc tiz = i(kitio — kot11)
t13 = i(kot1o + k1t11) Xio=t5 +ty tiy =tx +tz Xe¢ =t14 — 13
Xi1a=t13 + t14 lis =tz —lx Xo =t12 +t15 Xig=t15 — t12 tie = kotr + kito
tir = kotq + kitp | tig = kitg — kotp | tio = kitr — koto | t1a = Kotk — 14 t1p = t1a +tL
tie =tr —tia tig = ta — kot tie =ty + 114 tiy =tig — 1ty t1g = t1e + t16
tin = i(ty —ti7) | X1o=tig —t1n X1 =tig +tin t1; =ty + 1o ti; = i(tis + tic)
Xiz=t1; — 1y X7 =ty + 1y t1k = t1e — t16 ty =i(tir +tw) | Xii=tix —tu
Xo =tk + ty tim=1t1y — t19 tin = i(tie —t1s) | X17=tim —tin X3 =tim +tin
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FFT, N = 11
ko =cos(7/11) | k1 =cos(37/11) | ko =cos(47/11) | ks =cos(°7/11) | ka = cos(27/11)
ks =sin(7/11) | ke =sin(37/11) | ky =sin(47/11) | ks =sin(°7/11) | kg9 = sin (97/11)
to =x1+ 10 t1 =x10— 21 to = x5+ X6 t3 = x6 — 5 ty = x4+ x7
ts = x7— 24 te = x3+ T8 tv =18 — T3 ts =x9 tg = x2+ 13
ta =18 — a2 Xo =x0 + to + to + te + ta + t2
ty = i(ksts — ksta — krts + kot7 + ket1)
te = xo— kito — katg — kota + kata + kate | X7 =te—1t | X4 =te+1t
tqg = i(ksts — kotq — k7ts + ketr + kst1)
te = xo — koto — kite — kata + kats + kato | X =te—tq | X5 =te+1tq
ty = i(k6t3 — kstq — k7t7 + kots + kgtl)
ty = xo — kato — kotg — kita + kats + kate | Xsg =tg—ty | X3 =tg+ty
tn = i(ksts + kets + kstr + krto + kot1)
ti = xo — kate — k1ta — kot + kato + kato | X1o=1t; —ts | X1 =t +1y
t; = i(kete — kstr — ksts — kots + krt1)
ty, = xo — kito — kote — k3ats + kato + kato | Xo =tr —t; | Xo =t +1;

FFT, N = 13

ko = % (sin (7/13) sin (97/13) sin (107/13)) kit =2 ky =1p

ks = 3 (sin (27f/13) sin (67T/13) sin (877/13)) ks =+/3 ks =1h2

ke = sin (27/13) sin (37/13) sin (67/13) sin (97/13) k7 =3/

ks = 2sin (27/13) sin (37/13) sin (67/13) sin (97/13) kg = V13/12

ko = % (cos(7/13) sin (47/13) cos (57/13) sin (67/13) cos (87/13) cos (127/13))

ky = 4cos(7/13) sin (47/13) cos (57/13) sin (67/13) cos (87/13) cos (127/13)

ke = 0,075902986037193864721217551050 kqa = 0,132983124607418651264012510183

ke = 0,300238635966332656490607178057 kf = 0,011599105605768289875556753543

ky = 0,156891391051584616622704970723 kn = 0,256247671582036598078106271714

ki = 0,113854479055790797081826326576 kj = 0,265966249214837302528025020365

to =Tg — T5 t1 =xg+ 5 to = T10+ T4 ts3 = T12 + to

tay =x10— T4 ts = x12 — koto g =9 7 =x3+1ts

g =x1+ 17 tgy =x3—1g ta =1 — koty ty =11 — Zs

te =x11 + T tqg = o7 — X9 te =x7+ 2o ty =1tp+1q

ty =te+te th =to+ty ti = ts —t3 t; =tq—1s

ty = k7(tc — te) ty =t; +1g ty =1t — 1k t, =tg+1t3 27

to =t1+1tg ty =Fkoltn —to) | tqg =tn+to tr =tq+ts

ts =t1—k‘2tg ty =t —tg ty =1t +1ts to =k7(t9—t4)

tw =to— katy te =ty —ty ty =ty +ty t. =to+ty

ta =ty —tg tg =1, —tA tc =t,+ta Xo =20+ 14

tp ijtt-i-kst te :k — kgty, tpr =tp —tg tc =tp +1g

tg = kotp + kst; tr =kt — kgty ty = ket + ksty tg =tr—1ty

tr, =tg +tg ta = ka (t[-i-t]) ty = kst — kot; to :kftl—ketz

tp =kgtm + kpty | tg =to—tp tr =ka(tp +to) | ts =ty —tg

tr = kot — kqtp ty =t, —tr ty = kety + kete | tw = 209 — k5tq

tx =tw —ty ty =t,+ kitp tz =ty +tx tio0 = tw + kity

tin =tx —tu tiz = i(tn + kitg) | tis =ty + tio X1 =tio+ti3

X12=t13 — t12 tiy =i(kitg —tg) | tis =tio—ty X5 =ty +t15

Xg =t15 —tis tie =tg +tz tir =i(ts +tm) | Xa =tig—tir

Xg =t17 + 16 tig = i(ts —tm) tig =tz — g X3 =t1g + 119

X10=t19 — t13 tie = i(tr —tr) tip =t11 —tp X6 =tia +twp

X7 =ty —t1a tie =tp +1t11 tig = i(tr +tr) Xo =t —tig

Xi1= t1g + t1c

2TKaikissa tdméan liitteen listauksissa esiintyvit reaalivakiot yritettiin muuntaa yksinkertaisimmiksi

mahdollisiksi laskentakaavoiksi, jotka tuottavat samat tulokset, mutta tassé nimenomaisessa tapauk-
.k; ei onnistuttu 19ytdméén yhtdén ainoata realistista laskentakaavaa, joka tuot-
taisi saman tuloksen, huolimatta siitd, ettd tavoitteeseen kulutettiin satoja tietokonelaskentatunteja.
Kaavat olisi ehké mahdollista maérittdd muokkaamalla FFTW-kirjaston skriptid gen_notw_c.ml,
joka kyseiset algoritmit on generoinut, sekd sen riippuvuuksia siten, ettd se tallentaisi kertoimien
yhteydessd metadataa kertoimien laskentakaavasta, mutta tdhén urakkaan ei ryhdytty.

sessa, vakioille

ke..
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FFT, N =14

ko =cos("fr) | ki =cos(®7fr) | ka =cos(?7f7) | ks =sin(57/7) | ka = sin (37/7)

ks =sin(7fr) | to =wxo—x7 |1 =x0+ 27 to =x¢—2x13 | 3 =6+ T13

tgy =x8—1T1 ts =8+ T1 te =t2+1g ty =t3—1s tg =1tq4 — 12

tg =t3+15 ta = T9 ty, =x2—1q te =x2+tq tqg = T12 —T5

te =x12+x5 |ty =1t +1tq tg =te—tc th =1tq— 1t ti =tc+te

tji =x4—x11 | g =Ta+x1 |G =2X10—T3 | tm =Tw0+T3 | tn =1;+1

to =ty —tm tpy =t —tj tg =t +itm X7 =to+ty+tn+1s

Xo =t1+ti+1tq+to tr = i(k4th — kstp, — kgts)

ts =to— kity — kotn + kote X5 =ts —t, Xg =ts + t,

te = i(kstr + ksto + k:4tg) ‘ tu =t1 — kit; — kotq + katg Xo =t +tu

Xizg=ty — Uy ty = i(ksts + kalp + kstp) | tw = to — kitn — kote + kot

X13: tw - tv Xl = tw + tv ‘ ta: = 7:(kiitg - k4to - k5t7)

ty =t1—kitq — kotg + kat; ‘ Xe =ty —ts Xg =tz + 1y

t. = i(ksto — kat7 + k5tg) ‘ ta =t1 — koti — kito + katq X4 =tg—t,

Xio=t. +ta tp = i(kats — kstp + kstp) | tc =to— koty — kite + katn

Xu=tc—tp | X3 =tc+tn

FFT, N = 25

ko = cos(7/5) k1 = cos(27/5) ko = cos(7/25) ks = cos(27/25) ka = cos (47/25)
ks =sin(7/5) ke = sin(27)5) k7 = sin(7/25) ks = sin (27/25) kg = sin (47/25)
ko = cos(67/25) ky = cos(77/25) ke = cos(87/25) kq = cos(97/25) ke = cos(127/25)
ky =sin(67/25) kg = sin(77/25) kp = sin (87/25) ki = sin(97/25) k; = sin (127/25)
ki = 2cos(7/25) ki = 2cos(27/25) km = 2cos (47/25) kn = 2cos (67/25) ko = 2cos(7m/25)
kp = 2sin(7/25) kg = 2sin (27/25) kr = 2sin (47/25) ks = 2sin (67/25) ki = 2sin (77/25)
ky = 2cos (87/25) ky = 2cos (97/5) kw = 2cos (127/25) ky = cos(37/5)sin (77/5)
ky = 2sin (87/2s5) k. = 2sin (97/25) ka = 2sin(127/25) kp = sin(7/5)cos (97/5)
ko =1/ kp =5/ to = z10 + T15 1 =x10—T15 ta = x5+ x20
t3 =5 — 20 ty =kp(t2 —to) ts = kst1 + keta te = ket1 t7  =ts — kst3
tg =ta2+to tg =x0— kcts ta, =m0 +ts ty =x7+ x22 te = w2 +x17
ta =kp(ty —te) te =12 —T17 ty =ty +ic tg =x7—T22 tp, = 8 + T23
t; =x13+ 718 t; =kp(th —t;) ty =x13 —T18 t; =tp+t tm = a8 — 23
tn =x2+ tf to =x3+1 tp =1in +1o tq = k'ztlc + kBtm tr = kBtk — katm
ts =ux3 — kot tt =15 +1s ty =1ts—1j to = katt — k‘stq tw = kety + katr
ty = kftt + kntq ty = kwtr — kjtu t, = kgte + k’Btg ta =kpte — k:ztg tg =x2 — kot
tc =tg+tp tp =t —tq tp = katc — krts tp =kctp +kyta | ta = kotoc + kmt:
tg = kuta —kntp | tr = w6 + 221 ty =x11+ 216 tx =kp(tr —ty) tr, = x11 — %16
ty =tr+ty ty = x6 — 21 to =xg tp =1to +x24 tg =zi9
tr =z14a +1Q ts =kp(tp —tr) tr =w14a —1Q ty =tp +1tr ty =to —x24
tw =z1+1tm tx =z4+ty ty =tw +tx tz =kgtr +kpty | tio = kptr — katy
t11 = x4 — kcty t12 =tg +t11 t13 =t11 —tg t1a = kct12 — kytz
t15 = kzti0 — kat13 t16 = kpti2 + kutz | ti7 = kit13 + kot1o
t1s = katp +kptn | ti9 = kptp —kaoty | tia =21 — Koty t1py =tx +tia | tic =tia —tx
t1qg = kst1p — kql1s tie = katic + krt1g
t1y = kst1p + kitis t1g = kmtig — kotic tin =kp(ty —tp)
tiy =ty +tp t1; =ta —kcoty; tik =tw —tx tyy =tn—to
tim = i(kstyy + ket tin =i(ket1 — kstig Xo =ta +t1;
tio =t15 —tin X10=tin + tio Xi15 =110 — t1n tip =tip +t15 X5 =t1p —tim
Xoo=tim +11 tig =t15 —tie tir =ti1g +t17 tis =tg —ty tit =tp —tw
tiuw = krtio — /?;7?513 t1v = kftic + kntio t1w = tiu — t1v
tie = ketp —kata | tiy = kptu + kitr t1, =t1z —tiy t1a = katic — kst19
t1p = kat13 + kptio tic =ti1a —tB tip = kotr — kgty tig = kjtp + kwta
tir =tip —tiE tig = tig — t17 tig =ty + 1ty tiy = t1G +t1m
tig =kp(tig —tim) tix =tr — kcotir tip =to —t4 tin = t1e + t15
tin =tp + tw | tio =tim +tin tip = kp(tinm — tan) tig =tir — kctio
tir = igt7 +tir) tis =tiL +tio | Xo =tir+tis Xo3=t15 —tir
tir = i(tiw +tirp — t7) tiv =t +tic +t1z X3 =ti7 +tiv
Xoo =ty — t1T tiv =i(trg + tix + ketig — kstit) tiw = tip +tiQ + kstis + ketir
X7 =tiv +tw Xig=tiw —tiv | tix = i(t1ix + ket1t + kstiq — t1.7)
tiy =t1g — ket1s — t1p + kst1r 12=tix +liy | X13=t1y —tix
tiz =tir —ke(t1o + t1u) — ks(t1e + t1p) — kot1z + kitic
too = i(ki1t1w — ke(t1a +t1B) — kot1r — k5 (t1z + tly) —t7) Xi17=t1z —tao
Xg =ti1z + 120 | to1 = t14a —t14 tog =ti6 —t1y to3 =tz —tg toa =tp —to
tos = kctip + kytis tag = kpti2 + kitz tor = ta25 —t2e tag = kitc + kotz
tog = krtr + kitq taa = t2g + t2g toy, = kut1s — knt1p tae = kgt12 —kotz
tag = tap + t2c tae = kity — kqtco toy = kptq — katy tag = tae + toy tap =t15 +t16
ta; =tg+ts to; = top + to; tor, = kcte; —ts to; = kp(tas —tan)
tom =t4 + tg ton =t14 +t14 t2o =tp +tv top = tan +t20 tag = tam — kotap
tar = kp(tan — t20) tas = tam +t2p tar = i(ts + t2;) X1 =tas —toy
Xoy = tos + to tou = tam +tor + t2g toy = i(ts + tog — t24)
Xo1 = tay — toy Xy =toy +t2y | tow = i(ketoa + ksta1 + top, — top)
tog = tog — tor — ketag + kstao 11 = tow + t2z X14 = tog — tow
tay = i(keta1 — kstaa + top + to) ta, = tor + tag + kstos + ketaz Xe = toy +t2z2
X19 =tz — toy | toa = i(ts + kot2a — k6(t25 +t26) + ks(tay — t2e) + k1toq)
tap = tam — kotag + ks(t29 — tog) + ke(tap — t2c) + kitar | Xo =taa +tam | X16=top —t2a
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ko = cos (7/8)

ky = sin (78)

t1 =x9+ T1g

ts = x4 + T9p

tg =t + 17

tqg =t.— 19

th =to—1s

t1 = a7+ Ta3

ty = Xor — 11

te =t —t,

t, = tj + 1

tg =ty —t,

tp =1 + 217

ty =x5— a2

ty =tr + 113

tr = k3(ty —ts)
ty =1t +1tn

ty; = k4ty + kotX
t13 = Tg — T22

t17 = T30 — T14
tiy = kot11 — kat1s
t1g = t1p + t1c

t1g = kol1s + kat11
t1; = t12 — t16
tim= k3(tix — t1;)
7flp =1t1n +t10

tie = i(tir + tis)
Xy = t1p + L1t

tlac = tlv + tlw
tip=1t1: +1t14
Xo =tz +tiB

tir=1i(tip — tig)
t1y=tig —tis
Xog=t17 —tiF
tiy="1ir +tim
tip= i(tlp + tlQ)
Xo=tin +tir
tiy = tp — t1;
t1z=tix + iy
toz = to1 + oo

Xog= ta5 — tos
X5 = tor +tog
Xig= tag — tag
X11= top + tac
tgf = tg —ti4

to; = top + to;
top, = toy + tom
X31= top — toq
X7 = t2r + t25
Xi7=tor — toy

Xg = toy + toy

FFT, N = 32

k1 = cos(7/16)
ks = sin (7/16)

lo = a3 — X9y

lg = xog — T12
ty =tr —ts

te =1to+ 1,

t; = T31— %15
tm = T19

ty = xo7 + 211
te = ks(t, — tn)
ty =to+1tg

tc = kota — katp
lg = xg

tx = T5 + To1

to = k‘g(t] + tM)
te =tp —ty

tw =ty — ty

tio = koty — katx
l14 = x6 + 22

t1g = x30 + T14
t1e = t1c — t1p

b1 = t1g — t14

th - tln - tlo
tlu = Z(tls - tlr)
Xoo= t1g — t1u
tly =11y — tiw

Xog= t1y — tic
tig=i(tig + tip)
tig=tig + t1r
X¢ = tig + ik
tio=tir —tim
tis = i(tig — tip)
Xig=tio — tis
tiw= t1e — te

top = tiy — tix
tog = tog — to1

X3 = ta5 + tog
Xor= tag — tor
Xi3= tag + tog
Xo1= toe — Loy
tog = tin — tg

top, = to; — top
too = lom — oy
X; = top + tog
Xos= tos — to

Xis= tor + toy

ko = cos (37/16)
k¢ = sin (37/16)
t3 = g+ Toy
t7 = Tog + T12
ty =t —t3

ty = kg(t4 + te)
lj =x31+ 215
tn = T3 — tm

tr = ks(tn + 1)
ty =1, — 1tk

t, =1, — Y

tp = kot + kata
tg =tag — %25
tp = a9

tp =tg + 1o

tr =ty +1r
tx =tp —1t1

t11 = X2 — X138

t15 = T10 — %26
t19 = t1g +t14

tie = kati3 + kot17
t1f = kat17 — kot13
tip =ty —tig

tu = ks(ti; + tik)
t1n = 1g — 19

t1, = tig — t1a
Xog=t1p — t1y

t1y, = tg + 19

e =ty + ty
Xi6= t1z — tiB

tip=tc —1lz
tig=1p — ty
Xio=tir +11s

tip =1y +ty
tip=1ts +tim
X30=tin —tir
tir =ty + ty;

tix= kot — thQ
to1 = kgtr + k‘th
tos = tir + to3
tor = i(tiw + toa)
tog = t17 — ta3
top = i(tos — tiw)

tog = ty + t1q

ton, = kits — kstp
toy = ksts + kitp
top = log + ton
to, = i(tgg + tgo)
toy = tog — top
t2v = Z’(tQO - t2g)

k3 = \/5/2

to =x9— X6
ty =x4— 290
ts =11 +13

te = ks(te — ta)
ty =10+ 1y
ty = T7 — X93
to =x3+tm,
te =t +1,
ty = tp + Ly
ta =t; —t
tg =1 —x17
ty =tg+ x5
tp =t — 13
to =tg —to
ty =t + 11
ty =ty —tx
t12 = X9 + X138
t16 = 10 + T26
t1g = t12 + 16
t1y = tlg + tlf
ti, = kg(tw + tz)

tls = kS(tz - tW)
X12= t1g + t1a
t1w = t1q + t19
tia=ta +1,

Xg = t1y + tic
tlE = 7(f-lm - ta
tir =1tp — tio
Xog= tix — tig
tiv=1tz + tc

tig="ti0o+1ip
Xu=tio + tis
tlU = te + tle

tiy = koty + kety
too = koty — ketw
tos = i(tiv + tiz)
tog = t1v +t20
taa = i(tiz — tiv)
toe = t1v — tog
toe = tq + t1n

tQi = kltv + k5ts
t2m: klts - k5tv

tgq = i(tge + tgj)
tos = taf + tog
toy = i(ta; — tac)
tow = tay — tok
Xoz= low — t20
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IV. Cooleyn-Tukeyn radix-4 -erikoistapaus

Luvun 4.2 lopussa esitettiin lyhyt huomio siité, ettd radix-2 -menetelman ldhestymista-
paa on mahdollista soveltaa suuremmillakin jakajilla kuin 2. Seuraavaksi esitetdédn, kuin-
ka sama prosessi suoritetaan jakajalla 4, ja todetaan, kuinka silld saavutetaan vieldkin
nopeampi muunnos.

Mikéli N on neljalla jaollinen, voidaan valita N = riry siten, ettd ro = 4, r; = %.
Talloin kaavat 4.2 ja 4.3 muuttuvat seuraavasti:

N
N
1
—i27(4no)k1/N
Yiano+ko) = Z T4k 1) - € 20K/
k1=0
3
= —i2 +no)ko/N
X(nl%"‘no) - 2 Y’(4no+k0)€ i2m(n1r1+no)ko/
ko=0
= }/'(4n0+0)€—z‘27r(n1r1+no)'0/N + Y(4n0+1)e—i27r(n1r1+n0).1/N
+ Y(4no+2)€—z‘27r(n1r1+no)'2/N + Y(4no+3)e—i27r(n1r1+n0).3/]v

—i2 N
= Yv(4no+0) + Yv(4no+1)€ i2m(naritno)/
—idn(niri+no)/N + —i67r(n17"1+n0)/N.

+ Yno+2)€ Y(ano+3)€

Nyt nelja erillista tapausta, kg = n; = 0...3, voidaan kirjoittaa auki seuraavasti:

N 1
4 . N
—i2mnok: /(X
}/(4TLO+0) = Z L(4k1+0) " € e 1/( 4>
k1=0
%_1 N
—i2mnok =
Yiano+1) = Z Takit1y € ey
k1=0
%_1 N
—i2mnok =
Yianot2) = Z Tkt € V(%)
k1=0
%_1 N
—i12mngk =
Yiano+3) = Z Takit3) € V(%)
k1=0
Xno = Yane+0) + Y(4no+1)€_12m°/N + Y(4n0+2)€_247m0/N + Y(4n0+3)€_i67m0/N
. —iom(N (N . (N
X(% ng) = Yiang+0) = Yangrnye FTE TN — Vg oy HTEHOIN 4 ¥y, e~ 0TGN

—i2m (& +no)/N —idm (& +no)/N _ }Q4n0+3)67i6w(%+n0)/N

X(gﬂlo) = Y(uno+0) — Yano+1)€ + Yuno+2)€

X( aN ) — }/(471,04»0) + Z'}/(4n0+1)67i27r(%+n0)/]\/v _ }/’(4n0+2)67i4ﬂ(%+n0)/1\7 o i}/(4n0+3)67i67r(%+n0)/1\['

g o
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Merkitdén sitten neljdé sarjaa A, B, C ja D, jolloin saadaan:

N_q
1 . N
Ano = Z x(4k1+0) ’ 6_127”10]61/( 4>
k1=0
i1 N
B, = ), $(4k1+1)'6_12ﬂn0k1/(z>
k1=0
i1 N
Cro = D Tlaki+2) o2k (3)
k1=0
i1 N
‘D;LO - Z ‘T(4k1+3) ’ e_ZQWnOkl/(Z>
k1=0
Bno _ B7/10 —i2mngo/N
Cno — C;LO 7@47T7L0/N
Dno _ Dfnoe—ifiwno/]\/
Sno = ( )
TTLD = (A - O)
Uno (ATLO + Cn())
Vno = (BTLO + DTLO)
X’VZO = Ano + Bno + Cno + Dno = Uno + Vno
(ﬁ o) = Apy — 1By — Cpy + 1Dy = Ty + Spy
4
(% ) BnO + Cng - no = Uno - VnO
X(3N+ = Ano + ZBn() - CnO - ZDnO = Tno - Sn()'
4 ”0)

Kirjoitetaan tdmaé edelleen rekursiiviseen muotoon:
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By, = T(4p41) Ty = (Ax — Ck)

Cl = T(ak+2) U = (Ax + Ck)

Dy, = T(443) Vi = (D, + By)

A = FFT(A/)k Xi = U + Vi

By = FFT(B'), - e 2mk/N X,n =T+ Sk
(F++)

Cy = FET(C"),, - e Mmk/N XN N=Ui—V
(3++)

Dy, = FFT(D')y, - e 6m+/N Xisn =Tk — Sk
(% +k)

Algoritmi Radix4: Radix-4 -versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.

Aikavaativuus

Radix4-algoritmissa kompleksikertolaskuja (merkitdén tatd hrxa,n) tarvitaan seuraa-
vasti:

» tapauksessa N = 4™, m = 0 tarvitaan hrxs,n = 0 kertolaskua;

o tapauksessa N = 4™, m > 0 tarvitaan hrxs N = 4hgrxa,n/s + %N kertolaskua.

Kun N = 4™, pétee % = 4m=1 Edellisen kahden rivin pohjalta voidaan siis muodostaa
seuraava rekursiivinen lukujono:

a0=0

am = 4am_1 +3-4™ 1,

- 4"Mm.

[N

Lukujonon yleinen jésen on a,, = 3 - 4™ 'm, mistd seuraa hrx4am = am =
Sijoittamalla m = log, N ja sieventdmaélld saadaan kertolaskujen lukumadraksi:

3 3
hRX47N = ZNlogﬁlN = <410g4> NlOgN

Koska vakiotermia ﬁ ei huomioida aikavaativuuslaskelmassa, algoritmin suoritus-

aikavaativuus on O(N log N). Huomionarvoista on kuitenkin, ettd vakiotermi ﬁ ~
0,54 on pienempi kuin radix2-algoritmin vakiotermi @ ~ 0,72, mika tarkoittaa, et-
td mikali syotteen koko on neljan potenssi, esimerkiksi 16384, on radix4-algoritmi keski-
maarin n. 33 % nopeampi kuin radix2. Tutkielman kirjoittajan tekemét empiiriset kokeet

vahvistavat teorian.
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V. Pohdintaa ja yleistys Cooleyn-Tukeyn erikoistapauksista

Tutkimalla luvun 4.2 radix-2 -erikoistapausalgoritmia, liitteen IV radix-4 -erikoistapaus-
algoritmia seké liitteen III listaa nopeista DFT-erikoistapauksista voidaan nahdé, etta
nopeat erikoistapaukset perustuvat itse asiassa kolmeen optimointiin yleisestd Cooleyn-
Tukeyn kahden rekursion algoritmista CT2 (sivu 15), ja ne voidaan yleistda seuraa-
vasti siten, ettd R on radix-koko ja @ = %, ja laskurit » = {0,1,..., R — 1} sek&
g=1{0,1,...,Q — 1}:

Xg+or) = FET (24 v R, r42R, ..., r+(Q-1)R})g |1 kpl Q-kokoisia FFT-muunnoksia

Xg+or) = X(quQr)e*iQ”q’"/N jos gr >0 [HUOM: Suoritetaan vain, kun ¢r > 0

Xg+or) = FFT(X{g 0+0,9+20, ..., q+(rR—1)@})r-  |Q kpl R-kokoisia FFT-muunnoksia

Algoritmi CTgen: Geneerinen radix R -versio Cooleyn-Tukeyn algoritmista.
Operaattori := kuvastaa muuttujan arvon korvaamista uudella.

Mainitut kolme optimointia ovat seuraavat:

e Sopivasti jarjestelemilld algoritmia voidaan muuntaa niin, ettei lisitilaa ylimaa-
riiselle taulukolle tarvita. Tamé& ilmenee ylld esitetyssd algoritmissa siten, etté
samaan kohdetaulukkoon X kirjoitetaan kolmesti.

o Kun Q-kokoisten muunnosten jilkeen muunnettu taulukko kerrotaan e?27a/N.

arvoilla, voidaan nahdé, ettei ensimmaiselle taulukolle, eli indeksille 0, tarvitse
suorittaa kertolaskuoperaatiota ollenkaan, silld kaikki kertoimet ovat 1. Toisin kuin
algoritmissa CT2, kertolasku on mahdollista jattaéd kokonaan pois ilman, etté koh-
detaulukkoon edes kirjoitetaan, silla tdssd algoritmiversiossa kertolaskun kohde on
sama kuin ldhde.

 Valitaan sellainen R (jolle piatee N =0 (mod R)), ettd R-kokoinen FFT-toteutus
on toteutettu tehokkaasti siten, ettei siind tarvitse laskea trigonometrisid arvoja
ollenkaan. Tamé péatee silloin, kun kaytetadn liitteen III algoritmeja erityisesti
arvoilla N € {2, 3, 4, 6, 8, 12}, ja aivan erityisesti arvoilla N € {2, 4}, joilla FFT-
laskentaan tarvitaan ainoastaan yhteenlaskuja sekd kompleksikonjugaatteja.

Algoritmin oikea toiminta edellyttéda sitd, ettd kolmannella rivilla kdytettédva R-kokoinen
FFT kykenee suorittamaan muunnoksen niin, etta ldhde ja kohde ovat sama taulukko.
Tama algoritmi itse ei taytéd kyseistd ehtoa, koska se tarvitsee alkuperéisia lahdearvoja
vield senkin jélkeen, kun se on jo kirjoittanut kohteeseen muutettuja arvoja. Sen sijaan
kaikki liitteen III algoritmit tayttavét kyseisen ehdon. Samoin ehdon tayttavit Raderin
ja Bluesteinin algoritmit, koska molemmat niista késittelevit koko sydtteen ennen en-
simmaista kirjoitusta kohdetaulukkoon. Ensimmaisellé rivilla kéytettdva FFT-kutsu ei
sisélla tallaista rajoitusta; siind voi kdyttda mita tahansa algoritmia.
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